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Recenzja rozprawy doktorskiej pana Rezy Mohammadpour Bejargafsheh

Pan Reza Mohammadpour Bejargafsheh ztozyt rozprawe doktorska ,, Thermodynamic
formalizmm and multifractal analysis for matrix cocycles and solenoids”. Promotorem pracy jest
dr hab. Michat Rams.

Wyniki opisane w rozprawie pochodzg z trzech artykutdw, z ktérych jeden- bez
wspotautordéw -zostat juz opublikowany ( jest to praca ,Zero temperature limits of equilibrium
states for subadditive potentials and approximation of maximal Lyapunov exponent”, Topological
Methods in Nonlinear Analysis 55 (2020)).

Pozostate dwie prace to preprinty umieszczone w bazie Arxiv: praca bez wspdtautorow
»Lyapunov spectrum properties and continuity of the lower joint spectrum radius”, oraz artykut
napisany wspolnie z M.Ramsem i F.Przytyckim: ,,Hausdorff and parking dimensions and measures
for non-linear non-conformal thin solenoids.

Rozdziat 1 pracy jest poswiecony przedstawieniu wynikdéw rozprawy (twierdzenia 1.2.1-
1.2.7).

Bardzo obszerny rozdziat 2 zawiera przeglad narzedzi uzywanych w pracy, oraz pewnych
klasycznych twierdzen potrzebnych w dalszych rozwazaniach. Autor opisujac te wyniki
positkowat sie wieloma zrodtami.

Pierwsza czes¢ rozdziatu 3 ( podrozdziaty 3.1- 3.4) ma réwniez charakter ekspozycyjny i
wprowadza do szczegdtowych zagadnien, ktorych dotycza twierdzenia 1.2.1 - 1.2.6 rozprawy.
Dowody tych szesciu twierdzen sg omoéwione w rozdziale 3.5 (strony 45-61).

Wreszcie, rozdziat 4 jest oparty na wspomnianym niedawnym preprincie wspélnym z
F.Przytyckim i M. Ramsem, a doktadniej- zawiera dowdd jednego z twierdzen (Theorem A) z tego
preprintu.

Ponizej omawiam i oceniam wyniki otrzymane w rozprawie.

Twierdzenia 1.2.1, 1.2.2, 1.2.4, 1.2.5, 1.2.6 dotyczg intensywnie obecnie badanych kocykli

macierzowych okreslonych na dynamicznej przestrzeni symbolicznej X , na ktérej dziata
topologiczny taricuch Markowa T (subshift of finite type ). Kocykl wyznacza hoélderowska funkcja

& przyporzadkowujgca elementowi przestrzeni 2 odwracalna macierz nad R*,
Dodatkowe zatozenie dotyczy typowosci kocyklu. Autor postuguije sie pojeciem typowosci
opisanej w pracy Parka (referencja [P] w rozprawie).

Pierwszym twierdzeniem anonsowanym przez Autora jest Theorem 3.5.1. (czyli poczatek
Theorem 1.2.2 ze wstepu). Podaje ono dla typowego kocyklu rodzaj wariacyjnego formuty na
entropie ( w sensie Bowena) przeksztatcenia T na zbiorze E(@ ), czyli na zbiorze tych elementéw
przestrzeni X, dla ktérych spektrum Lapunowa jest danym wektorem @.

Autor ograniczyt sie do stwierdzenia ze dowéd jest prostg modyfikacjg dowodow z prac [FH] i [F].
Dowdd powinien by¢ jednak zamieszczony, tym bardziej ze juz wskazywane jako zrodto

twierdzenie 4.10 z pracy [FH] jest podane bez dowodu i opatrzone tylko komentarzem ze jest to
tatwa modyfikacja dowodu Theorem 1.1 z [F].
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Twierdzenie 3.5.2 jest poswiecone dowodowi drugiej réwnosci w Twierdzeniu 1.2.1. W

tym dowodzie warto byto sprawdzi¢ podane wtasnosci funkgciji g(?) (-concave and
semicontinuous”). Poza tym, zabrakto szczegdtowych wyjasnien jak otrzymano ostatnig formute,
konczaca dowdd.

Nastepnie Autor dowodzi Twierdzenia 1.2.1, ktére moéwi ze dla typowego kocyklu
spektrum Lapunowa f pokrywa sie z domknieciem zbioru tych wektorow o, dla ktérych
entropia na zbiorze E('@’) jest dodatnia. Dowéd jest modyfikacja znanego rozumowania dla
przypadku jednowymiarowego, uzupetnionym nowym wynikiem Parka, méwigcym ze zbior f jest
wypukly i domkniety. Potrzebna jest tez informacja o tym ze Z ma niepuste wnetrze.

Twierdzenie 1.2.3 dotyczy szerszego zagadnienia formalizmu termodynamicznego dla
potencjatow podaddytywnych. Teoria dla takich potencjatow zostata w ostatnich latach
zbudowana , na wzor teorii dla potencjatdéw addytywnych, przez, miedzy innymi, Cao , Fenga i
Huanga. W zbudowanej przez nich teorii brakowato jednak omdwienia granic
zerotemperaturowych i miar maksymalizujgacych catke z danego potencjatu, czyli przeniesienia
tych twierdzen znanych z teorii ,addytywnej” na przypadek subaddytywny. Autor zauwazyt te luke
i wypetnit ja twierdzeniem 1.2.3. Dowod twierdzenia przebiega podobnie jak w przypadku
addytywnych, jednak z koniecznymi modyfikacjami; dowod Autora wydaje sie modelowany na
dowodzie z pracy [JMU].

Twierdzenie 1.2.4 jest uogolnieniem wyniku wykazanego przez Fenga i Schmerkina dla
kocykli lokalnie statych. Postugujac sie niedawnymi wynikami Parka, Autor dowodzi ciggtosci
funkcji

('Qi’ t) = htopEﬂ(al)’
gdzie &/ € W', za$ a, jest pochodng funkcji P‘Dd() w punkcie t. Kolejne twierdzenie dotyczy

zachowania przy t — 0.

W tym dowodzie wykorzystano umiejetnie szereg ciekawych obserwacji pochodzgcych z
wczesniejszych zrodet. Zabrakto mi wyjasnienia pofciggtosci z gory dla wyktadnikéw Lapunowa
oraz precyzyjnego sformutowania twierdzenia: jakiej topologii/ metryki uzywamy moéwigc o
zbieznosci ciggu kocykii.

Szkoda rowniez ze Autor pominagt dowdd uogdlniajgcego twierdzenia 3.5.21.

Rozwazania rozdziatu 3.5.6 wygladajg najciekawiej z tej czesci pracy.
Autor postuguje sie pojeciem kocyklu dominowanego (dominated) - wtasno$¢ wyrazona w jezyku
wartosci singularnych iteracji ( w sensie kocyklu).

Twierdzenie 1.2.5 dotyczy ciggtosci minimalnego wyktadnika Lapunowa a (&) ze wzgledu na
kocykl, przy zatozeniu 1- dominacji. To zagadnienie badali Bochi i Morris.

Proposition 3.5.23 zawiera ciekawg obserwacje: z istnienia rodziny stozkow niezmienniczych
whnioskuje sie ze kocykl jest ,prawie multiplikatywny”.

W dowodzie Proposition 3.5.23 pojawia si¢ bez wyjasnienia szereg wtasnosci stozkow D, z
ktorych nie wszystkie sg oczywiste, na przyktad trzecia z tych wtasnosci wymaga chyba
powotania sie na twierdzenia 2.9.2 i 2.9.3?

W dowodzie wykorzystuje sie geometryczny Lemat 3.5.24 z dos¢ tadnym dowodem ( ktéry jednak
zostat napisany przez Autora w wersji dwuwymiarowej(?)).

Twierdzenia 3.5.25 i 3.5.26 dotycza ciagtosci minimalnego wyktadnika Lapunowa przy zatozeniu
istnienia rodziny stozkéw niezmienniczych. Nie wyjasniono wystarczajgco jak majg sie te
twierdzenia do anonsowanego Theorem 1.2.5 a takze jak ma sie Theorem 1.2.5 do wynikéw pracy
Bochi -Morris.

Wreszcie, w twierdzeniu 1.2.6 Autor zauwaza ze niedawny wynik Parka dotyczacy ciggtosci

funkciji cisnienia dla kocyklu mozna uogélni¢ na holderowskie kocykle. W tym celu Autor uzywa
wyniku Backesa, Browna i Butlera o ciaggtosci wyktadnika Lapunowa jako funkcji kocyklu.
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Podsumowanie wynikow Rozdziatu 3 rozprawy:

W tej czesci Autor dokonat szerokiego przegladu nietatwej literatury dotyczacej aktualnej i
dynamicznie rozwijajgcej sie tematyki. Juz samo zapoznanie sie z tak obszerna literaturg Swiadczy
o wiozonym duzym wysitku i 0 pewnej umiejetnosci porzgdkowania wiedzy.

Autor w tej czesci rozprawy zawart kilka interesujgcych obserwaciji, uzupetniajgc budujgca sie
teorie brakujgcymi elementami, cze$ciowo wzorujgc sie na istniejgcych pracach. W kilku
miejscach zauwazyt w jaki sposéb poprawic istniejgce wyniki, postugujac sie najnowszymi
pracami.

W tej czesci rozprawy brakuje mi bardziej rozbudowanych rozumowan, poza zawartoscig czesci
podrozdziatu 3.5. Niewatpliwie jednak Autor wykazat sie erudycja.

Druga czes$c¢ rozprawy, zawarta w rozdziale 4, ma inny charakter. Caty ten rozdziat jest
poswiecony wnikliwej geometrycznej analizie konkretnego uktady dynamicznego
(niekonforemnego solenoidu). Ten rozdziat zawiera wyniki pochodzgce ze wspodlnej pracy autora
rozprawy z promotorem oraz F.Przytyckim. Omawiane wyniki stanowig uogolnienie wynikow
Schmellinga i Hasselblatta [HS] i odpowiadajg na pytania/przypuszczenia zawarte w ich pracy. W
pierwszej czesci pracy rozumowania sg motywowane podobnymi rozumowaniami we
wspomnianej pracy [HS].

Omawiana wspdlna publikacja zawiera wiecej wynikdw; w rozprawie omowiono tylko
wynik dotyczgcy wymiaru Hausdorffa. Solenoid to zbiér graniczny dla iteracji pewnego

przeksztatcenia petnego torusa; torus jest reprezentowany jako produkt kartezjanski S'xD.w
tych wspotrzednych, przeksztatcenie ma postac:

f(x,y,2) = ((x), A(x, y) + ux), v(x, y,z) + v(x))
gdzie 7 jest rozciggajacym przeksztatceniem okregu oraz jest spetniony warunek nierownosci
miedzy pochodnymi:

O<v <A<, 1< <7,
gdzie przez ', A’, v’ oznaczono pochodne czgstkowe tych funkcji, odpowiednio wzgledem x, v, z.
Intuicja stojgca za dowodem mowi ze Scigganie w kierunku z jest mocniejsze niz w kierunku vy, co

powinno skutkowaé¢ tym ze wymiar daje sie wyrazi¢ tylko poprzez funkcje A'.

Otrzymany solenoid jest wiec ,,niekonforemny” i wyznaczenie jego wymiaru Hausdorffa napotyka
na znaczne trudnosci, typowe dla uktadéw niekonforemnych badz konforemnych iteracyjnych
uktadéw funkcyjnych z przecieciami.

Kluczowe dla dowodu jest zatozenie transwersalnosci: rozpatrzmy dwie rézne rozmaitosci

niestabilne W¥(p), W¥(q), i ich rzuty na ptaszczyzne (x,y). Rozmaitosci niestabilne nie przecinaja
sie, ale ich rzuty - moga sie przecina¢. Zatozenie méwi ze kazde takie przeciecie jest
transwersalne. (Pozostaje do rozwazenia inne, naturalne pytanie: kiedy to zatozenie jest
spetnione?)

Twierdzenie, ktorego dowdd zostat zamieszczony w rozprawie daje wzdr na wymiar Hausdorffa
solenoidu oraz jego przeciecia z rozmaitoscig stabilna. Wymiar jest wyrazony przez wersje formuty

Bowena dla potencjatu  log A’ co odpowiada wspomnianej wyzej intuicji. Zatozenia sa formalnie
stabsze niz wskazane powyzej; zamiast nierownosci pomiedzy opisywanymi pochodnymi
czgstkowymi wystarczy zatozy¢ odpowiednie nieréwnosci pomiedzy catkami wzgledem miary
SRB pojawiajgcej sie w dowodzie.

W dowodzie uzywa sie subtelnej analizy holonomii miedzy rozmaito$ciami stabilnymi,
wyznaczonej przez wtdkna niestabilne. Wyrdznia sie zbiér punktdéw ,strong locally

Lipschitz” (Definicja 4.3.2, oznaczenie L°) . Dla dowodu kluczowe sg trzy obserwacije: (lokalna)

lipschitzowsko$¢ holonomii na zbiorze L*, dalej- obserwacja mowigca ze w punktach L* lokalna
rozmaitos¢ silnie stabilna w przecieciu z solenoidem daje tylko ten wyjsciowy punkt oraz
twierdzenie méwigce ze dla miary Gibbsa u dla potencjatu #, log 4 zbiér L* jest petnej miary.

Cato$¢ dowodu twierdzenia jest poprowadzona zgodnie z ogdlina koncepcija z pracy
Schmellinga i Hasselblatta. W tej wyjsciowej publikacji rozpatrywano jednak liniowy uproszczony



model; ogdlna sytuacja omawiana w rozprawie przynosi istotne nowe trudnosci zwigzane z
nieliniowoscia.

Jest to wartos$ciowy wynik, a narzedzia wypracowane w tej czesci preprintu byty rowniez
uzyteczne w dowodach kolejnych twierdzen wspdlnej publikaciji ( nie zamieszczonych w
rozprawie).

Uwagi o usterkach w pracy:

Redakcja rozprawy pozostawia wiele do zyczenia i jest bardzo nieréwna. Obok fragmentow
napisanych poprawnie trafiajg sie liczne zdania niepoprawne pod wzgledem formalnym lub
jezykowym badz wrecz niezrozumiate. Odnosi sie wrazenie ze tylko cze$¢ pracy zostata pod tym
wzgledem sprawdzona przed ztozeniem.

Inne konkretne usterki:

Niefortunne, lub nieprawdziwe napisy w rozdziale 2: ,, dimy; is said to satisfy the open set

property if (2?) for any bounded open set dimy(U) = n”.
Cytowany Lemat Frostmana ma w zatozeniu nierdbwnosé w przeciwna strone.

Strona 40 (Il) jest v; zamiast V.

Strona 43 definicja zbioru f: brakuje zaleznosci od x w definicji.

Strona 44 Cytowane we wstepnej czesci pracy Theorem 3.4.16 - nie jest jasne jak (fatwo) wynika
ze wskazanych Zrédet.

Strona 48, w dowodzie Theorem 3.5.8 korzysta sie, jak sadze, rowniez z tego ze zbior f ma
niepuste wnetrze. Jesli tak, to nalezatoby ten fakt uzasadnic.

Strona 52 , dowdd Lematu 3.5.15 trudno uznaé za satysfakcjonujgcy. Jest to raczej (bardzo) luzno
naszkicowany nieformalny zapis dowodu.

Strona 52, formuta (3.5.4.1) jest formalnie niepoprawna, nie moze zachodzi¢ przeciez dla
kazdego € > 0.

Strona 53 I-7 zdanie ,,Notice that the Lyapunov exponents are upper semicontinuous”...nie
wyjasniono wzgledem czego ma by¢ spetniona ta wtasnosc¢ pétciggtosci.

Strona 58 dowdd Lematu 3.5.24 - formalnie jest zapisany, jak sie wydaje, w R2.

Strona 69, definicja wtasnos$ci strong locally Lipschitz: pojawia sig tu warto$é #,(p), ktéra nie
zostata w rozprawie zdefiniowana. Czytelnik musi siegna¢ do preprintu, i tam odnalez¢ potrzebng
definicje.

Strona 70, Remark 4.3.3. Chodzi tu zapewne o przeciecie nie z rzutem catej rozmaitosci
niestabilnej, ale z krotkim fragmentem rzutu rozmaitosci niestabilnej ( podobnie jak w definicji
4.3.2). Poza tym, p powinno by¢ zapewne zastgpione przez q w pierwszej nierdwnosci.

Strona 73, ostatni akapit tekstu: We replace log 1’ o f~! by a function(...) not depending
on future. Jest to zapewne wskazanie pewnego do$¢ standardowego zabiegu (pochodzgcego
od Bowena?). Zabrakto wyjasnienia.

Strona 78 Lemma 4.5.1 Autor zmienit kolejnos$¢ napisdéw w stosunku do preprintu, na skutek
czego czytelnik nie wie czym jest zbiér H;, o ktérym méwi ten lemat, i dowiaduje sie dopiero po
zakonczeniu dowodu Lematu, na stronie 79 (Definition 4.5.3).



Podsumowanie

Jak wskazatam w recenzji, rozprawa skfada sie z dwdch czesci o roznym charakterze. Wartoscia
pierwszej czesci jest wykazana w niej umiejetno$¢ Autora samodzielnego opanowania nowej
aktualne tematyki, korzystanie z bogatego zasobu zrodet i umiejetnosé trafnego wskazania
mozliwych uzupetnien w obrebie badanej teorii. Staboscig w tej czesci jest, wedtug mnie,
ograniczona innowacyjno$¢ rozumowan prowadzonych przez Autora- prezentowane dowody
raczej modyfikujg istniejace rozumowania i pomysty niz uzywajg wtasnych oryginalnych metod.

Druga czes$c¢ pracy zawiera subtelne idee i tadne, zaawansowane dowody. Autor rozprawy
jest co prawda jednym z trzech wspétautoréw preprintu, ale uznaje ze jako wspdtautor miat on
istotny wktad w powstanie wspolnej publikacji ( a przynajmniej tej jej czesci, ktéra zostata
wtgczona do rozprawy).

Biorac pod uwage powyzszg oceneg, mimo sformutowanych powyzej licznych uwag

krytycznych, ostatecznie oceniam rozprawe pozytywnie i uznaje ze spetnia ona zwyczajowe i
ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze o dopuszczenie Doktoranta do

dalszych etapéw postepowania.
fan Lol






