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Recenzja osiggniecia habilitacyjnego
pt. ,,Dyskretna analiza harmoniczna”
oraz ocena dorobku naukowego
dr. Bartosza Trojana

Dr Bartosz Trojan uzyskal stopieni doktora na Uniwersytecie Wroctawskim
w roku 2004, broniac rozprawy doktorskiej pt. ,Hua-harmoniczne funkcje
na obszarach Siegela”. Po doktoracie przebywal przez 5 latach na stazach
podoktorskich kolejno na: Uniwersytecie w Sassari (Wtochy), Uniwersyte-
cie w Orleanie i Uniwersytecie w Sydney. Nastepnie pracowatl na Uniwer-
sytecie Wroctawskim, Politechnice Wroctawskiej, a od roku 2017 jest za-
trudniony w Instytucie Matematycznym PAN. Tematyke badan naukowych
habilitanta uwazam za naprawde szeroka: analiza harmoniczna (teoria op-
eratoréw singularnych) wraz zastosowaniami, w tym w teorii ergodycznej,
teoria prawdopodobieristwa (spacery losowe, twierdzenia graniczne, martyn-
galy), macierze Jacobiego.

1. Ocena osiaggniecia habilitacyjnej dr. B. Trojana. Na osiagniecie
habilitacyjne dr. Trojana sktada sie (monotematyczny) cykl 5 artykutow, op-
ublikowanych w latach 2015-2020, do ktérych sie bede odwotywat, uzywajac
wykazu prac z Autoreferatu: prace [H1|-[H5|. Prace zostaly opublikowane w
renomowanych czasopismach (patrz 2.).

Tematyka rozprawy dotyczy zagadnienn dyskretnej analizy harmonicznej,
a doktadniej wspolnym mianownikiem jest badanie wlasnosci dyskretnych
operatoréw singularnych, a osiagniete rezultaty najczedciej sa stosowane w
dowodach nowych twierdzeri, wpisujacych sie w zagadnienie tzw. niekon-
wencjonalnych twierdzenn ergodycznych. W odréznieniu od dwéch dekad
rozwoju teorii niekonwencjonalnych twierdzen ergodycznych (motywowanych



tw. Szemeredy’ego-Furstenberga) i dotyczacych zbieznosci (najczesciej) w
przestrzeni L2, podejscie poprzez wlasnosci operatoréw singularnych prowadzi
do twierdzen opisujacych zbieznosci p.w. (powszechnie uznawane za twierdzenia
trudniejsze od zbieznosci w L?). Osiagniete przez dr. Trojana rezultaty sa
powazne w skali §wiatowej.

PrzesledZzmy metode otrzymywania twierdzenn Trojana na przykltadzie
pracy |H5|, najblizszej zainteresowaniom autora recenzji (ktory nie jest w
zadnej mierze specjalista z zakresu teorii dyskretnych operatoréw singu-
larnych). Glownym celem jest udowodnienie twierdzenia typu PNT w wers;ji

w. (Thm. A w [H5]), a wiec zbieznosé p.w. ciagu

(1) (An(f)(@))n=1,

gdzie A, ( p<n Px), gdzie p oznacza liczbe pierwsza, m(n)
ilosé hczb plervvszy il <n, T Jest automorfizmem przestrzeni probabilisty-
cznej (X, B, i), za$ f nalezy do przestrzeni Orlicza ,bliskiej” L', a mianowicie
L(log L)?(loglog L). (Sam Bourgain udowodnil powyzsze PNT dla f e L?,
Wierdl dla L", r > 1, a LaVictoire podal kontrprzyktad dla L' w roku
2011.) Ogolny schemat wykorzystania wlasnosci dyskretnych operatorow
niesingularnych zostal wskazany przez Jeana Bourgaina ponad 30 lat temu
w dowodach twierdzen ergodycznych p.w. dla czasow wielomianowych (i
liczb pierwszych). Podstawsg jest zasada Calderona z 1968 r., ktora pozwala
przenosi¢ zagadnienia na skonczonych kawaltkach orbit w ukltadzie dynam-
icznym do modelowego ukladu translacji na zbiorze liczb catkowitych, na
ktorym rozpatrujemy miare liczaca. W zaleznosci od zagadnienia nalezy
teraz znalez¢ odpowiednia nieréwnos$¢ maksymalna (implikujaca twierdze-
nie, ktora chcemy udowodni¢). W tym wypadku nieréwnosé¢ (Thm. B w
[H5]) ma posta¢ (dla dowolnego B € B)

i (fo & Xisup 4,(1)(0) > 3} ) = OO loge/ ()

dla wszystkich 0 < A < 1. Po zastosowaniu zasady Calderona otrzymujemy
operator niesingularny

A(f) () = (1fo—
psn

okreslony dla f : Z — C o skoniczonym nosniku. I to dla tego operatora
pozostaje ,,jedynie” udowodni¢ odpowiednig nieréwnosé maksymalna (Corol-
lary 6.5 w [H5])

{z € Z; s%pAQn(]lB’)(a:) <A} =0(...)|B],

gdzie B < Z jest skoriczony. Nietrudno sie domysleé¢, ze w zasadzie cata praca
[H5] jest poswiecona dowodowi tej ostatniej nieréwnosci. Narzedzia, ktorymi



postuguje sie habilitant, sg niezwykle bogate matematycznie i gtebokie. Oprocz
samej analizy harmonicznej (rozklady operatora, mnoznik przyblizajacy),
mamy tu metode tukéw Hardy’ego-Littlewooda, i sporo analitycznej teorii
liczb (charaktery Dirichleta, L-funkcje, sumy Gaussa).

Pozostate prace w wiekszym lub mniejszym stopniu stosuja te sama
strategie dowodow. W [H1] udowodniono twierdzenie Cotlara o zbieznosci
prawie wszedzie transformaty Hilberta ), <pkl<n S (T*z)k dla liczb pierwszych,
a wiec

lim ' f(Tff’gc)lofJm

n—0oo
lpl<n

istnieje dla p.w. x € X (f € L" dlar > 1). W [H2| udowodniono twierdzenie
Bourgaina w wersji wielowymiarowej dla przeksztatcen wielomianowych na
7F i skoticzonej rodziny przemiennych automorfizméw. W [H3| rozpatruje
sie wielowymiarowa wersje, w ktorej argumenty wielomianéw na wybranych
wspohrzednych przebiegaja liczby pierwsze. W [H4| za$ rozpatruje sie oper-
atory $redniujace postaci

1

An(f)(x) = QL]

>, HTPP),

P<n,peQ)

gdzie P € Z[t], Q za$ jest podzbiorem zbioru liczb pierwszych o relatywnej
gestoscl zero.

Podsumowujac, dr B. Trojan zajmuje sie niezwykle zywymi i gtebokimi
zagadnieniami dyskretnej analizy harmonicznej, wymagajacymi doglebne;j
znajomosci sporych obszaréw wspotezesnej matematyki (poziom naukowy
rozprawy uznaje za bardzo wysoki). Osiagniete rezultaty zostaly wykorzys-
tane dla uzyskania dowodéw nowych niekonwencjonalnych twierdzen ergody-
cznych. Osobiscie na mnie najwieksze wrazenie zrobita praca [H5|. Postep,
jaki sie dokonal dzieki osiagnieciom dr. B. Trojana, nalezy uznaé¢ za istotny
w skali swiatowej. Jedyna uwaga krytyczna, jaka moze dotyczyé calej tej
tematyki, to fakt, ze metody powyzsze prowadza do konkluzji o istnieniu
granic, ale (ze wzgledu na uzyte warunki typu Cauchy’ego) nie potrafia nic
powiedzieé¢ o samej granicy, ktorej znajomosé jest w teorii ergodycznej czesto
bardzo wazna.

2. Ocena pozostalego dorobku naukowego. Dorobek habilitanta
poza rozprawg obejmuje ponad 20 artykutéw. Prace dr. Trojana publikowane
sa czesto miedzynarodowych czasopism matematycznych najwyzszej potki, a
w zasadzie wszystkie prace opublikowane zostaly w czasopismach o wysokiej
miedzynarodowej renomie. Spéjrzmy jedynie na te imponujacag liste: Inven-
tiones Math., Advances Math., Mathematische Annalen, Amer. J. Math. J.
Functional Anal., Transactions AMS, International Math. Research Notices,
Math. Research Letters, Stochastic Process Appl., J. Fourier Anal. Appl.,
Proceedings AMS.



Zgodnie z autorferatem prace te mozna podzieli¢ tematycznie na pieé
duzych blokéw: dyskretna analiza harmoniczna, analiza na budynkach afinicznych,
wielomiany ortogonalne i operatory Jacobiego, jadra ciepta i spacery losowe,
twierdzenia graniczne dla spaceréw losowych. Bogactwo tematyki badawczej
i osiggany poziom wynikow naukowych mozna ocenié¢ jako zdecydowanie
wyrdzniajace.

Lista wspolpracownikéw dr. Trojana jest dos¢ dluga i mozna znalezé
na niej samego ($.p.) E.M. Steina, ale i innych matematykow o $wiatowej
renomie (M. Mirek).

Wg MathSciNet prace dr. B. Trojana sa cytowane 117 razy (przez 82
autorow). Ocenilbym to jako wskaznik dobry, najwiecej cytowan (26) ma
opublikowana w roku 2017 w Inventiones Math. wspoélna praca z M. Mirkiem
i E.M. Steinem o $redniujacych operatorach typu Radona, wynik oczywiscie
ponadprzecietny, biorac pod uwage przedzial czasowy.

3. Udzial w miedzynarodowym zyciu matematycznym, na-
grody, osiggniecia organizacyjne i dydaktyczne dr. B. Trojana.
Jak juz wczesniej wspomniatem habilitant odbyt 3 zagraniczne staze podok-
torskie w latach 2004-2009. Bral udziat w kilkunastu konferencjach miedzy-
narodowych. Byt tez wykonawca w czterech grantach (KBN, NCN). W lat-
ach 2013-17 prowadzil seminarium doktoranckie. Na wyrédznienie zastuguje
fakt bycia promotorem pomocniczym w dwoch zakoriczonych przewodach
doktorskich. W roku 2020 dr B. Trojan zostal laureatem programu Gaspar
Monge Visiting Professor (Palaiseau).

4. Konkluzja

W mojej ocenie osiagniecie habilitacyjne oraz pozostaty dorobek naukowy
dr. Bartosza Trojana z wyraznym naddatkiem wypelniajag wymagania usta-
wowe 1 zwyczajowe dla nadania stopnia naukowego doktora habilitowanego.



