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Ocena dorobku naukowego
doktora Bartosza Trojana
w zwigzku z postepowaniem habilitacyjnym w
Instytucie Matematycznym PAN

Dr Bartosz Trojan uzyskal tytul doktora na Uniwersytecie Wroclawskim,
w 2004 roku. Odbyl trzy staze podoktorskie: Sassari, Wiochy (2004-2005),
Orlean, Francja (2005-2006) oraz Sydney, Australia (2006-2009). Nastepnie
pracowal na Politechnice Wroctawskiej i (przez rok) na Uniwersytecie Wro-
ctawskim. Obecnie jest zatrudniony w IM PAN na stanowisku adiunkta.

Ocena osiggniecia habilitacyjnego Podstawa wniosku o nadanie tytutu
doktora habilitowanego jest cykl pieciu artykuléw zatytulowany Dyskret-
na analiza harmoniczna, opublikowany w czasopismach o przynajmniej
bardzo dobrym poziomie:
[H1] M. Mirek, B. Trojan, Cotlar’s ergodic theorem along the prime num-
bers, Journal of Fourier Analysis and Applications 21, 822-848 (2015)
[H2] M. Mirek, B. Trojan, Discrete mazimal functions in higher dimensions
and applications to ergodic theory, American Journal of Mathematics 138,
1495-1532 (2016)
[H3] B. Trojan, Variational estimates for discrete operators modeled on
multi-dimensional polynomial subsets of primes, Mathematische Annalen
374, 1597-1656 (2019)
[H4] B. Trojan, Variational estimates for operators on some this subsets of
primes, Mathematical Research Letters 27, 591-628 (2020)
[H5] B. Trojan, Endpoint estimates for the mazimal function over prime
numbers, Journal of Fourier Analysis and Applications, 25, 2123-3153 (2019)
W dwéch pierwszych pracach z tej listy, wspélnych z Mariuszem Mirkiem,
wg oswiadczen wspdétautora, udziat habilitanta zostal oceniony na 50%.
Tematyka rozprawy dotyczy dyskretnych operatoréw osobliwych. Ta kla-
syczna tematyka, zapoczatkowana zostala juz przez Hilberta w latach 20-
tych ubieglego wieku. Podstawowa réznica pomiedzy analiza harmonicznag
ciagla i dyskretna pojawia sie na poziomie funkcji maksymalnej zwigza-
nej z operatorami Radona. W wersji ciaglej mamy do czynienia ze stabym




typem (1,1) — w polaczeniu z oszacowaniami na L? oraz odpowiednia aprok-
symacja pozwala to otrzymaé oszacowania na LP dla p € (1,2). Z drugiej
strony, wiadomo, ze operator maksymalny Radona w wersji dyskretnej nie
jest stabego typu (1,1). Z tego powodu oszacowania w  dla p > 2 wyma-
galy nowych pomystow. Istotng role w teorii odgrywaja réwniez operatory
osobliwe badane przez Ionescu i Waingera (sa to przesuniecia o wielomiany
przyjmujace wartosci catkowite, bez wyrazu wolnego), ktére sa ograniczone
w ¢ dla p € (1,00) (na przestrzeni funkcji o skoficzonym noéniku). Tu klu-
czowa okazala sie subtelna metoda wyboru utamkéw a/q tak, by powstaly
mnoznik pozwalal wykorzystaé silna ortogonalnoéé. Mozna powiedzied, ze te
wyniki stanowia punkt wyjscia dla dr. Trojana, ktéry analizujac operatory
dyskretne wypracowuje niezbedne metody, nowe w stosunku do tych stoso-
wanych dla operatoréw ciaglych. Uzyskuje on w ten sposdb szereg ciekawych
wynikéw, ktore postaram sie omoéwié za chwile. Duze wrazenie wywarta na
mnie biegloéé techniczna kandydata oraz mnogosé zastosowanych metod, z
ktérych czesé przywolam ponizej. Opis uzyskanych wynikéw w autorefera-
cie jest klarowny 1 szczegdlowy, uwzgledniono tez kontekst historyczny. Du-
zg warto$¢ prezentacji stanowi rowniez poréwnanie zakresu metod i strategii
zastosowanych w pracach z metodami, ktére nie zostaly wykorzystane, a tak-
ze uwypuklenie roli ich - czesto nielatwej i bardzo technicznej - modyfikacji
do potrzeb badanych obiektéw. Niewatpliwie habilitant jest samodzielnym,
twérczym matematykiem.

Pierwsza z prac wchodzacych w skiad rozprawy [H1] dotyczy uogdlnie-
nia twierdzenia Cotlara dla tzw. przycietych transformat Hilberta, a wiec
bada sie §rednie z wagami logarytmicznymi. Oryginalne twierdzenie Cotlara
dotyczy zbieznoéci prawie wszedzie Srednich postaci 2 1<in|<N L(—%n—xl, gdzie
feL"(X,p)dlar € [1,00), a przestrzen (X, u) jest o-skoniczona. Dr Trojan
dowodzi analogicznego twierdzenia wzdluz liczb pierwszych, dla r € (1, 00),
doktadniej wykazuje zbieznoéé érednich
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gdzie sumowanie odbywa sie po obcigtym zbiorze liczb pierwszych oraz jego
symetrycznym odbiciu wzgledem zera. Dzieki metodzie transferencji Cal-
derdna, zagadnienie to mozna sprowadzi¢ do pytah zwiazanych z ukladem
modelowym na Z i badania ogdlnych przycietych operatoréw osobliwych za-
danych jadrem Calderéna-Zygmunda. Trojan pokazal, ze stowarzyszona z
tym operatorem funkcja maksymalna jest ograniczona na £ oraz odpowied-
nie granice punktowe ciggu przycigtych operatoréw istnieja i sq réwne opera-
torowl nieprzycietemu dla funkeji o skoficzonym noéniku (na Z). Dla uzasad-
nienia punktowe] zbieznosci konieczne jest zbadanie péinormy oscylacyjne;.
Kluczowe trudnosci dla r = 2 sa zwiazane z badaniem wlasnosci mnoznikéw
— dokonano tutaj adaptacji metody tukéw Hardy’ego-Littlewooda oraz wy-
korzystano nieréwnosé Vinogradova. Dla r # 2 okazalo sig, ze metody obecne



w literaturze nie daja sie zaadaptowad, co zaowocowalo uzupelnieniem weze-
$niejszego rozumowania Wierdla z roku 1988 (ktére zawierato btad — dajacy
si¢ naprawi¢, ale nie we wszystkich sytuacjach) oraz uproszczeniem meto-
dy pochodzacej od Bourgaina (opisanej w serii trzech prac z lat 1988-89),
ktérego nalezy uznaé za jednego z ojcéw dyskretnej analizy harmoniczne;j.

Druga z prezentowanych prac [H2] dotyczy wielowymiarowych érednich
ergodycznych, uogdlniajacych twierdzenie Bourgaina. Dokladniej, dla prze-
strzeni o-skoficzonej (X, ) oraz przeksztalcen Sy, ..., Sq komutujacych, od-
wracalnych i zachowujacych miare oraz dla kazdego f € LP(X,u), p > 1
pokazano, ze granica érednich

ik Z F(SP ) gPa(n) ‘SPd(n))’ (2)
neNkN[1,N]k

gdzie P; jest wielomianem o wartodciach calkowitych na ZF, istnieje pra-
wie wszedzie. Metody z pracy [H2] sa nowe — zaréwno w stosunku do pracy
Ionescu, Magyara, Steina oraz Waingera (2007), w ktére] wykazano zbiez-
noéé¢ punktows powyzszych érednich dla wielomiandéw co najwyzej kwadra-
towych, jak i w stosunku do pracy Bourgaina (1989). Zbieznosé punktowa
wskazanych érednie byla badana wczesniej (2007) przez Ionescu, Magyara,
Steina oraz Waingera dla wielomianéw co najwyzej kwadratowych. Trojan
oraz Mirek oszacowali norme w LP funkcji maksymalnej, a dalej kluczowym
pomystem bylo badanie péinormy wariacyjnej dla érednich, ktére uogdélnito
rezultaty Bourgaina na wyzsze wymiary. Bezposrednia inspiracja byla tu-
taj praca Krausego (2014), dotyczaca szybkiej zbieznodci wielomianowych
érednich ergodycznych. Otrzymane szacowania sg jednostajne ze wzgledu
na wspolczynniki przeksztalcen wielomianowych. Warto podkreslié, ze w
wielu miejscach konieczna byla istotna adaptacja metod bedacych punktem
wyjécia albo wrecz znalezienie nowego podejscia. Dla przykiadu, potrzeb-
ne bylo uogdlnienie wynikéw Bourgaina na przypadek wielowymiarowy, co
udato sie osiagnaé przy pomocy metod zainspirowanych praca Ionescu i Wa-
ignera (2006): ograniczonos$é na #F osobliwego operatora Radona wykazano
rozbijajac go na dwie czedci, z ktérych pierwsza jest kontrolowana na 7, a
druga na £2 i dodatkowo wykorzystujac odpowiednia metode przyblizeri.
W samodzielnej pracy [H3] dr Trojan dowodzi uogdlnien punktowych
twierdzen ergodycznych Birkhoffa oraz Cotlara do wielowymiarowych pod-
zbioréw liczb pierwszych zadanych przez rodziny przekszalcenn wielomiano-
wych. Uogdlnienie twierdzenia Birkhoffa polega na zamianie we wzorze (2)
argumentu n dla wielomianéw nalezacego do zbioru N¥N[1, N]* na argument
postaci (n,p), gdzie n jest wektorem liczb naturalnych, p wektorem liczb
pierwszych o lacznej dlugosdci k, a cala suma jest podzielona przez odpo-
wiednia wage dang przez liczbe takich wektoréw w kostce [1, N ]" Poniewaz
sumy wzdluz liczb pierwszych sa nieregularne, wygodniej jest pracowaé z
odpowiednimi érednimi wazonymi (wagi odpowiadaja gestosci liczb pierw-



szych). Aby uogélnié twierdzenie Cotlara, na podobnej zasadzie buduje sie
srednie uogélniajace (1), przy czym tu juz jest potrzebne jadro Calderéna-
Zygmunda, ktére speinia odpowiednia nieréwno$é rézniczkowsy oraz waru-
nek skracan. Kluczowa role w dowodach odgrywaja szacowania w 7 dla
r-poinorm wariacyjnych odpowiednich operatoréw typu Radona dla p > 1
oraz r > 2. Temat ten (pojawiajacy sie juz w pracy [H2]) byl podejmowany
réwniez przez innych autoréw, byl tez tematem dalszych badan dr. Trojana,
ktére nie wchodza w skiad gltéwnego osiagniecia habilitacyjnego. Stosowane
tuta] metody wymagaly duzej biegltoéci oraz pomystowoéci od autora. Péi-
norma r-wariacyjna zostata podzielona na diugie i krétkie wariacje, z kté-
rych te drugie (przy odpowiednim doborze parametréw) sa stosunkowo latwe
do kontrolowania. Do kontroli diugich wariacji Trojan uzyt metod rozkladu
jednosci, wypracowanych wspélnie z Mirkiem oraz Steinem. To pozwolito na
kontrolg osobno czgéci asymptotycznej mnoznika oraz, osobno, czeéci oscy-
lujacej. Do czedci oscylujacej, zastosowano nieréwnoéé Weyla-Vinogradova z
logarytmiczng strata w polaczeniu z oszacowaniem na norme P na mnoz-
niki typu Ionescu-Wainger. Czedé asymptotycza udalo sie kontrolowaé przy
pomocy metody tukdéw Hardy’ego-Littlewooda.

W pracy [H4], Trojan dowodzi rozszerzen punktowych twierdze Birkhof-
fa oraz Cotlara na pewne cienkie zbiory liczb pierwszych. Praca ta rozszerza
wyniki Mirka (2017) na szersza klase zbioréw. Przypomnijmy, ze podzbiér
P liczb pierwszych jest cienki, o ile érednia asymptotyczna liczba elemen-
téw ze zbioru P wzgledem catego zbioru liczb pierwszych jest zerowa. W
pracy [H4] zaklada sie dodatkowe techniczne wlasnoéci zbioru P. Podstawo-
wym przykladem jest tutaj zbiér dany jako wszystkie liczby pierwsze postaci
Lh{n)}], gdzie h jest pewna wolnozmieniajaca si¢ funkeja, np. z° log(z) dla
c € [1,2) oraz A > 0. Gléwna role w dowodzie zbieznoéci punktowej znéw
odgrywaja oszacowania na r-wariacyjna pétnorme dla operatoréw Radona.
Wariacje, podobnie jak w pracy [H2], zostaly podzielone w odpowiedni spo-
séb na krétkie i dlugie, a nastepnie te dwa typy potraktowano oddzielnie.
Dla krétkich wariacji korzysta sie z oszacowan pewnych sum wyktadniczych
wzdtuz P oraz twierdzenia o liczbach pierwszych lub twierdzenia Mertensa.
Dla zbadania zachowania dtugich wariacji zbadano réznice normy operatora
modelowanego wzdtuz P oraz odpowiednio dobranego operatora modelowa-
nego wzdtuz liczb pierwszych, ktéra udalo si¢ oszacowaé przy pomocy twier-
dzenia Plancherela. To pozwolito sprowadzi¢ sytuacje do tej z pracy [H3].
Aby oszacowaé wystepujace w rozumowaniu sumy wykladnicze zastosowano
tozsamos¢ Vaughana w potaczeniu z lematem van der Corputa.

Kontekst pracy [H5] rézni si¢ od pozostatych tu omawianych. Przestrzen
(X, p) jest teraz probabilistyczna. Dr Trojan wykazuje zbieznosé prawie
wszedzie dla srednich ergodycznych wadtuz liczb pierwszych dla funkeji f po-
chodzacych z klasy Orlicza L(log L)?(loglog L)(X, 11). Jako pierwszy srednie
ergodyczne wzdiuz liczb pierwszych badat Bourgain, ktéry rozpatrywal je
w sytuacji przestrzeni L?, natomiast zbieznosé dla p > 1 udowodnil Wierdl
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(obie prace pochodza z lat 80-tych ubieglego wieku). Dopiero LaVictoire,
bazujac na metodach Buczolicha oraz Mauldaina, w 2011 roku wykazal, ze
dla p = 1 twierdzenie nie zachodzi. Dr Trojan w swojej pracy wskazuje prze-
strzen Orlicza blisko przestrzeni L', w ktérej oczekiwana zbieznoéé mimo
wszystko ma miejsce dla kazdej funkcji. Nowatorskoéé zastosowanego podej-
Scia polega m.in. na wykazaniu restrykecyjnych oszacowan typu Orlicza w
miejsce braku stabego typu (1,1).

Ocena pozostalego dorobku publikacyjnego Pozostaly dorobek oraz
aktywno$é naukows dr. Trojana oceniam réwnie wysoko. Po doktoracie obro-
nionym w 2004 roku, dr Bartosz Trojan napisal jeszcze 15 prac. Jedna z
nich jest samodzielna, pozostale sa wspélautorskie (z réznymi wspélauto-
rami, zaréwno z kraju, jak i zagranicy). Ze wzgledu na bogactwo dorobku,
nie sposbéb oméwié¢ tutaj wszystkie z nich. Prace te - jak wskazano w au-
toreferacie - dotycza szerokiego zakresu tematéw, ktéry mozna podzielié na,
nastepujace cztery grupy: dyskretna analiza harmoniczna, analiza na budyn-
kach afinicznych, wielomiany ortogonalne i operatory Jacobiego oraz jadra
ciepla i spacery losowe. Szczegdlng uwage zwraca wysoko cytowana praca
[P6], wspdlna z Mirkiem oraz Steinem, opublikowana w Inventiones Mathe-
maticae. Dotyczy ona szacowan w £(Z%) dla p € (1, 00) funkeji maksymal-
nych zwiazanych z wielomianowymi przycigtymi transformatami Radona.
Facznie, dr Bartosz Trojan jest autorem lub wspétautorem 30 prac (oprécz
artykutéw juz opublikowanych, 7 kolejnych zostato wystanych do recenzji).
Mozina oczekiwaé, ze prace te réwniez zostana przyjete do druku w bardzo
dobrych czasopismach. Kandydat byl promotorem pomocniczym w dwdch
przewodach doktorskich (w latach 2015 oraz 2017), owocem czego byly réw-
niez wspolne prace z doktorantami, a wspdlpraca z jednym z nich nadal trwa
(czego dowodem sa wspdlne prace oraz preprinty z G. Swiderskim z 2020
roku).

Dane naukometryczne W dniu wszczecia postepowania liczba cytowan
(wg bazy Web of Science) prac dr. Trojana wynosila 95 (z czego 60 bez
autocytowan), za§ h-indeks byt réwny 6. Wg bazy JCR, sumaryczny IF
dr. Bartosza Trojana wymnosil wowczas 27,178. Na dzien dzisiejszy liczba
cytowan wg bazy WoS wzrosta do 107 (z czego 81 bez autocytowan), a h-
indeks do 7. Spoéréd wszystkich cytowari, 98 (z czego 75 bez autocytowan)
pochodzi z roku 2005 lub lat péiniejszych i widaé ze od roku 2016 liczba
cytowan w danym roku systematycznie rosnie. Mathematical Reviews w dniu
pisania tej recenzji podaje informacje o 117 cytowaniach przez 82 autoréw
prac Bartosza Trojana, zas wedlug serwisu Google Scholar liczba cytowan
wynosi 248. Uwazam, ze sa to wskazniki bardzo dobre (zwlaszcza jesli chodzi

! Przypomnijmy, ze habilitant uzyskat tytut doktora w roku 2004.



o ostatnich kilka lat) i widaé wyraznie, ze dorobek dr. Trojana, potraktowany
jako caloéé, jest rozpoznawalny na arenie miedzynarodowej.

Udzial w miedzynarodowym Zzyciu matematycznym, nagrody, osia-
gniecia organizacyjne i dydaktyczne Dr Bartosz Trojan jest réwniez
aktywny na polu organizacyjnym, w latach 2013-17 prowadzil seminarium
naukowe dla doktorantéw i pracownikéw naukowych, ktérego tematyka kon-
centrowala si¢ wokoét prac Bourgaina. Odzwierciedlenie tej dziatalnodci jest
widoczne gotym okiem w jego dorobku publikacyjnym. Habilitant brat udziat
w kilkunastu konferencjach migdzynarodowych. Byt tez wykonawca w czte-
rech grantach (KBN, NCN). Recenzowal artykuty dla 9 uznanych czasopism
naukowych. W 2020 dr Bartosz Trojan zostal laureatem programu Gaspar
Monge Visiting Professor na Politechnice w Palaiseau (Francja), wyjazd z
uwagi na sytuacje epidemiczna zostal przelozony. W zwiazku z tym wyréz-
nieniem prowadzil juz jednak kurs z dyskretnej analizy harmonicznej dla
studentéw studiéw magisterskich i doktorantéw uniwersytetéw paryskich,
co uzupetnia jego do$wiadczenie dydaktyczne z kraju (dotyczace gléwnie
kurséw z zakresu informatyki).

Konkluzja Podsumowujgc, uwazam, ze osiagniecie habilitacyjne dr Bar-
tosza Trojanam jego pozostaly dorobek oraz aktywnos$¢ naukowa spelniaja
z naddatkiem wszystkie ustawowe wymogi stawiane kandydatom do habili-
tacji. Jestem przekonana, ze stanowia one znaczny wklad w rozwdj mate-
matyki, a habilitant wykazuje sie istotna aktywnoscia naukowa. Z pelnym
przekonaniem rekomenduje nadanie dr. Trojanowi stopnia doktora habilito-
wanego.
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