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Opinia o rozprawie habilitacyjnej "Równania ró·zniczkowe dotycz ¾ace przej́śc
fazowych" dra Panayotisa Smyrnelisa

Dr Smyrenelis ukończy÷studia na Uniwersytecie Piotra i Marii Curie (Paris 6)
w 1997 roku a rozpraw¾e doktorsk ¾a obroni÷w 2012 roku w Salonikach. Przebywa÷
w wielu ósrodkach naukowych, w tym dwuktrotnie w Instytucie Matematyczntym
Polskiej Akademii Nauk; prawdopodobnie dlatego w÷ásnie w tym ostatnim ósrodku
przedstawi÷rozpraw¾e habilitacyjn ¾a, na któr ¾a sk÷ada si¾e szésc opublikowanych prac.
Prawdopodobnie mijalísmy si¾e gdziés, ale sobie go nie przypominam; za to znam
jego wspó÷autora, M. Kowalczyka.

Z MathSciNet mo·zna dowiedziéc si¾e, ·z¾e habilitant opublikowa÷19 prac (w au-
toreferacie znajdujemy 20 prac), które by÷y cytowane 64 razy. Te prace ukaza÷y si¾e
w dosýc presti·zowych czasopismach z matematyki stosowanej, a dwie prace , pow-
sta÷e na podstawie rozprawy doktorskiej, by÷y opublikowane w Electronic Journal
of Di¤erential Equations i w Proceedings of the American Mathematical Society.
Wi¾ekszóśc prac jest wspó÷autorskich.

Rozprawa jest póswi¾econa dowodzeniu istnienia specjalnych rozwi ¾azań równań
ró·zniczkowych zwyczajnych i cz ¾astkowych, które w pewien sposób s ¾a zwi ¾azane z
przej́sciami fazowymi.
Najprostsza taka sytuacja to zachowawcze równanie Newtona z jednym stopniem

swobody, czyli
d2u

dx2
= �V 0 (u) ;

gdzie potencja÷V (u) posiada lokalne maksima; (dr Smyrnelis pisze d2u=dx2 =
W 0(u)):Wiadomo jak tutaj wygl ¾ada portret fazowy, t.j. w przestrzni fazowej R2 =
f(u; v) = (u; du=dx)g : s ¾a to poziomice energii

CE =

�
1

2
v2 + V (u) = E

�
:

Jésli wartóśc krytyczna E0 potencja÷u, lokalne maksimum, jest przyjmowana tylko
dla jednego punktu krytycznego u0; to poziomica CE0 sk÷ada si¾e z siod÷a (u0; 0) i
dwóch p¾etli jego separatrys, tzw. homoklinicznych trajektorii. Jésli mamy dwa (lub
wi¾ecej) punkty krytyczne u1 i u2 z wartósci ¾a krytyczn ¾a E0; to poziomica CE0 za-
wiera po÷¾aczenia siode÷(u1; 0) i (u2; 0) ; odpowiadaj ¾ace trajektoriom homoklin-
icznym. Inne poziomice CE to albo centra (uj ; 0) (odpowiadaj ¾ace lokalnym mini-
mom V ) i krzywe zamkni¾ete, odpowiadaj ¾ace rozwi ¾azaniom okresowym. Przedsta-
wiam to na za÷¾aczonym rysunku (którego brak w pracach i autorefereacie).
Zwi ¾azek z �zyk ¾a przej́śc fazowych (których chyba habilitant do końca nie rozu-

mie) polega na rozwa·zaniu funkcjona÷u dzia÷ania

S () =

Z b

a

�
1

2
(u0 (x))

2 � V (u (x))
�
dx

(gdzie 1
2 (u

0)
2�V (u) jest funkcj ¾a Lagrange�a) na przestrzeni dróg (�zycznych kon-

�guracji)  : [a; b] 3 x 7�! u (x) 2 R z ustalonymi końcami. Habilitant (za innymi)
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nazywa go energi ¾a Allena�Cahna. Tutaj, w przypadku prawego rysunku, mamy ek-
stremalne krzywe (kon�guracje) odpowiadaj ¾ace po÷o·zeniom równowagi u (x) � u1
i u (x) � u2 (dwie niestabilne fazy). Rozwi ¾azanie homokliniczne realizuje przej́scie
pomi¾edzi tymi fazami.

W pracach wchodz ¾acych w sk÷ad rozprawy powy·zsza sytuacja jest uogólniana w
kilku kierunkach:

� uk÷ad Newtona z wieloma stopniami swobody

d2u

dx2
= �rV (u) ; u : R 7�! Rn;

� równanie cz ¾astkowe

�u = �ru; u : Rm 7�! Rn;
� równania wy·zszych rz¾edów, np. równanie Fishera�Ko÷mogorowa

(0.1)
d4u

dx4
= �

d2u

dx2
+ u3 � u; u : R 7�! R,

� równania z ma÷ym parametrem ", np.

(0.2) "2u00 = � (x)u� u3 � "af (x) ; u : R 7�! R.

Przechodz¾e do omówienia prac wchodz ¾acych w sk÷ad rozprawy.
W pracy (S1) "On minimizers of the Hamiltonian system u00 = rW and on the

existence of heteroclinic, homoclinic and periodic orbits", Indiana University Math-
ematical Journal 95 (2016), 1503�1524 (z P. Antopoulosem) dowodzi si¾e istnienia
heteroklinicznych, homoklinicznych i okresowych rozwi ¾azań uk÷adu

d2u

dx2
= rW (u) ; u 2 Rm;

w z grubsza nast¾epuj ¾acych sytuacjach.
Niech 
 = fW > 0g : Zak÷ada si¾e, ·ze:

(H1) brzeg @
 jest roz÷¾aczn ¾a sum ¾a dwóch zbiorów zwartych A+ i A�;



3

(H2) Rm�
 jest roz÷¾aczn ¾a sum ¾a dwóch zbiorów F+ i F� i @F� = A�:
W Twierdzeniu 4.2 dowodzi si¾e istnienia orbit ÷¾aczacych A+ a A�: Dowód polega

na wykazaniu istnienia trajektorii ekstremalnych funkcjona÷u dzia÷ania.
Za÷o·zenia do nast¾epnych twierdzeń to:

(He) rW (u) = 0 na A�;
(Ho) rW (u) 6= 0 na A�; gdzie A� to A+ lub A�:

W Twierdzeniu 5.2, przy za÷o·zeniu (He), dowodzi si¾e istnienia heteroklinicznych
po÷¾aczeń A+ z A�:
W Twierdzeniu 5.4, przy za÷o·zeniu (Ho), dowodzi si¾e istnienia homoklinicznych

po÷¾aczeń.
W Twierdzeniu 5.6, przy za÷o·zeniu (Ho), dowodzi si¾e istnienia trajektorii okre-

sowych.

W samodzielnej pracy (S2) "Minimal homoclinics for a class of fourth order O.
D. E. systems", Nonlinear Analysis 173 (2018), 154�163, rozwa·za si¾e nast¾epuj ¾ace
równanie

u(4) +W 0
u �W 00

uvu
0 �W 00

vvu
00 = 0; u (x) 2 Rm;

którego szczególnym przypadkiem jest powy·zsze równanie Fishera�Ko÷mogorowa
(0.1). Tutaj W (u; v) =W (u; u0) jest nieujemn ¾a funkcj ¾a spe÷niaj ¾ac ¾a trzy za÷o·zenia:

H1 : fW (u; 0) = 0g � Rm jest roz÷¾aczn ¾a sum ¾a dwóch podzbiorów A+ i A�;
H2 : istnieje otoczenie 
 zbioru A�; którego domkni¾ecie jest roz÷¾aczne z A+

i W j@
�Rm > 0;
H3 : lim inf juj!1W (u; v) > 0 jednostajnie wzgl¾edem v:

W Twierdzeniu 11 pokazuje si¾e istnienie rozwi ¾azania takiego, ·ze

dist
�
u(x); A�

�
! 0 przy x! �1:

Chcia÷bym tutaj podzielíc si¾e kilkoma obserwacjami. Jak ju·z zauwa·zono w pracy,
mamy ca÷k¾e pierwsz ¾a

H =
1

2
(u00)

2 �W +W 0
vu
0 � u(3)u0;

ponadto to równanie wynika z zasady wariacyjnej dla funkcjona÷u

JR =

Z �
(u00)

2
=2 +W (u; u0)

�
dx:

Równanie Fishera�Ko÷mogorowa przyjmuje postác uk÷adu

u0 = v; v0 = w; w0 = z; z0 = u� u3 + �w:

Ten uk÷ad ma dwa punkty równowagi (�1; 0; 0; 0) ; które s ¾a siod÷ami z 2�wymiarowymi,
stabiln ¾a i niestabiln ¾a, rozmaitósciami niezmienniczymi. Poniewa·z poziomica fH = 0g
ca÷ki pierwszej jest 3�wymiarowa, to naturalne jest przecinanie si¾e rozmaitósci
niezmienniczych tych siode÷. Po drugie, ostatni uk÷ad jest odwracalny wzgl¾edem
inwolucji

(x; u; v; w; z) 7�! (�x;�u; v;�w; z)
i istnienie orbit heteroklinicznych jest dosýc oczywiste.

W pracy (S3) "Theory of light�matter interaction in nematic liquid crystals and
the second Painlevé equation", Calculus of Variations and PDEs 56 (2017) 93 (z M.
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G. Clerc, J. D. Dávila, M. Kowalczyk i E. Vidal-Henriquez) rozwa·za si¾e równanie
(0.2) zwi ¾azane z funkcjona÷em

E =

Z �
"

2
(u0)

2 � 1

2"� (x)
u2 +

1

4"
u4 � af (x)u

�
dx:

Tutaj funkcja � (x) jest parzysta, malej ¾aca dla x > 0 i zeruj ¾aca si¾e dla x = ��; zás
funkcja f (x) jest nieparzysta i dodatnia dla x > 0:
Ten funkcjona÷pojawia si¾e w �zyce oddzia÷ywania świat÷a z materi ¾a w niematy-

cznych ciek÷ych kryszta÷ach.
W Twierdzeniu 1.1 pokazano, ·ze:

przy a = 0 rozwi ¾azanie jest parzyste i sta÷ego znaku;
przy a > 0 rozwi ¾azanie ma dok÷adnie jedno zero �x; j�xj < � + O

�p
�
�
i

u (x) > 0 dla x > �x;
przy a > a� (danego wzorem) mamy �x! 0 przy "! 0 i podano wzór dla

lim"!0 u (�x+ "s) :
W Twierdzeniu 1.2 wykazano ·ze funkcja

w� (s) = � 1p
2 3
p��1"

u

�
�� � "2=3 s

3
p��1

�
d ¾a·zy do rozwi ¾azania równania Painlevé P2:

d2y

ds2
= sy + 2y3 + �:

W Twierdzeniu 1.3 podano asymptotyki rozwi ¾azań równania P2 przy s ! +1
i przy s! �1:

W pracy (S4) "Multiphase solutions to the vector Allen-Cahn equation: crys-
talline and other complex symmetric structures", Archive for Rational Mechanics
and Analysis 225 (2017) 685�715 (z P. Bates i G. Fusco) rozwa·za si¾e równanie

�u = rW; u : Rn 7�! Rm;

gdzie W jest funkcj ¾a na Rm:
Zak÷ada si¾e (Hypothesis 1), ·ze na Rn dzia÷a skończona grupa G generowana przez

odbicia (np. Dk) z dziedzin ¾a fundamentaln ¾a F , na Rm dzia÷a analogiczna grupa �
z dziedzin ¾a fundamentaln ¾a �: Ponadto mamy homomor�zm f : G 7�! �:
Nast¾epnie (Hypothesis 2) W jest niezmiennicza wzgl¾edem � i W (su) � W (u)

dla s � 1 i juj =M:
Ponadto (Hypothesis 3) 0 = W (a) < W (u) dla pewnego a 2 � i wszystkich

u 2 ��a oraz druga pochodna funkcji q 7�!W (a+ qv) ; jvj = 1; jest dodatnia.
Mówimy, ·ze odwzorowanie u jest ekwiwariantne, jésli

u (gx) = f (g)u (x) ; g 2 G:
W Twierdzeniu 3.1 pokazano istnienie ekwiwariantnych rozwi ¾azań (z pewnymi

w÷asnósciami) a w Twierdzeniu 3.2 wykazano istnienie nietrywialnych rozwi ¾azań
równania

�u = R2rW
(równie·z z pewnymi w÷asnósciami).

Nast¾epna praca (S5) "The connecting solution of the Painlev´e phase transition
model", Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa XXI (2020), 977�998 (z M.
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G. Clerc, M. Kowalczykiem) jest póswi¾econa równaniu ró·zniczkowemu cz ¾astkowemu
typu P2

�u = x1u+ 2u
3; u : Rn 7�! R:

Ma ono pewien zwi ¾azek z równaniem Newtona u00 = d
duW; gdzie W = 1

2

�
u2 � 1

�2
ma dwa minima (fazy). Tutaj prawa strona te·z ma podobny charakter dla x1 < 0:
Celem autorów jest skonstruowanie, dla

n = 2;

rozwi ¾azań niejako ÷¾acz ¾acych ga÷¾ezie minimów.
W Twierdzeniu 1.2, dla n = 2; pokazano istnienie rozwiazania u takiego, ·ze:

(i) jest dodatnie w górnej pó÷p÷aszczýznie i nieparzyste wzgl¾edem x2;
(ii) spe÷nia pewne warunki ograniczonósci;
(iii) jest minimalne wzgl¾edem pewnej klasy zaburzeń;
(iv) juj � Ai (x1) przy x2 !1 (Ai to funkcja Airy);
(v) dla ustalonego x2 funkcja

~u (t1; t2) =
p
2 (�3t1=2)�1=3 u

�
1 (�3t1=2)2=3 ; x2 + t2 (�3t1=2)�1=3

�
d ¾a·zy do konkretnej funkcji przy t1 !1;

(vi) @u=@x1 < 0 dla x2 > 0;
(vii) @u=@x1 > 0 i u (x1; x2) d ¾a·zy przy x2 ! 1 do tzw. rozwi ¾azania

Hastingsa�McLeoda równania P2.

Ostatnia praca (S6) "Vortex �lament solutions in the Ginzburg-Landau-Painlev´e
theory of phase transition", Journal de Mathematiques Pures et Appliquées (w
druku) jest samodzielna i póswi¾econa wektorowej wersji równania z poprzedniej
pracy

�u = x1u+ 2 juj2 u; u : Rn ! Rm:
Jest ono analogiczne do równania Ginzburga�Landau�u = juj2 u�u (wynikaj ¾acym

z zagadnienia wariacyjnego dla funkcjona÷u
R �

1
2 jruj

2
+ 1

4

�
juj2 � 1

�2�
dnx) i z

rozwi ¾azaniami w postaci wirów

� (x) = �rad (jxj)x= jxj ;
gdzie �rad jest rosn ¾ac ¾a funkcj ¾a maj ¾ac ¾a nieparzyste rozszerzenie na prost ¾a i d ¾a·z ¾ac ¾a
do 1 na 1:
Oznaczmy z = (x2; : : : ; xn) ; ez = z= jzj ; � = jzj :
W Twierdzeniu 1 pokazano istnienie rozwi ¾azania u takiego, ·ze:

(i) u (x) = urad (x1; �) z w÷asnósciami wzgl¾edem � jak powy·zsza funkcja
�rad;

(ii) urad > 0; @urad=@x1 < 0; @urad=@� > 0;
(iii) juj < h (x1) i lim�!1 urad (x1; �) = h (x1) ; gdzie h jest rozwi ¾azaniem

Hastingsa�McLeoda równania P2;
(iv) ma miejsce analogiczne graniczne zachowanie dla odpowiedniej funkcji

~u (t1; : : : ; tn) jak w poprzedniej pracy.

Jésli chodzi o pozosta÷y dorobek Smyrnelisa to nale·zy wyró·zníc monogra�¾e "El-
liptic systems of phase transition type", Springer�Birkhauser, 2018 (z N. D. Alikakosem
i G. Fusco). Jej tematyka z grubsza pokrywa si¾e z tematyk ¾a habilitacji.
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Cz¾éśc prac spoza habilitacji jest zwi ¾azana z powy·zsz ¾a tematyk ¾a. W szczególnósci,
w dwóch pracach dowodzi si¾e istnienia orbit heteroklinicznych w przestrzeniach
Hilberta. Równie·z badane s ¾a warunki niezdegenerowania orbit ÷¾acz ¾acych.

Habiliatant dowodzi÷te·z pewnych oszacowań dla rozwi ¾azń. Na przyk÷ad, dla
równania �u = W 0(u); W � 0; by÷o znane (dosýc oczywiste) oszacowanie Modiki
jruj2 � 2W (u). Smyrnelis udowodni÷oszacowanie jruj2 � 2

p
W (u) dla potenc-

ja÷u Ginzburga�Landau 1
4

�
1� juj2

�2
:

Dowodzono te·z pewne zasady maksimum dla funkcjona÷ów jak powy·zej.

Ciekawie wygl ¾ada praca "On Abrikosov Lattice Solutions of the Ginzburg-Landau
Equations", Mathematical Physics Analysis and Geometry 21 (2018), 7 (z I. Chenn
i I. M. Sigalem), gdzie pojawiaj ¾a sie funkcje Theta.

W jednej prac (wynik÷ej z doktoratu) udowodniono Twierdzenie 5.1: Niech 
 �
R2 b¾edzie g÷adkim obszarem Jordana i niech u : 
 7�! Rm b¾edzie odwzorowaniem
harmonicznym spe÷niajacym @u

@n?
@u
@t dla x 2 @
; gdzie t jest wektorem stycznym

do @
 a n jest wektorem normalnym. Wówczas u jest konforemne.

Dr Smyrnelis jest dosýc aktywny na polu dydaktycznym, organizacyjnym i popu-
laryzatorskim. Natomiast nie widác jego uczestnictwa w grantach.

Moje wra·zenie z lektury przedstawionego mi dorobku jest mieszane. Z jednej
strony, badane zagadnienia pochodz ¾a z �zyki a wyniki prac habilitanta maj ¾a charak-
ter jakósciowy. Z drugiej strony, uderza znaczna jednorodnóśc tematyki oraz niez-
najomóśc elementarnych poj¾éc i metod z mechaniki i uk÷adów dynamicznych. Ale
to dotyczy ca÷ej grupy jego nauczycieli i wspó÷pracowników. Dlatego mam pewne
w ¾atpliwósci co do istotnej wartósci tych wyników.

Pomimo to, jestem zdecydowany poprzéc prósb ¾e habilitanta i wnioskowác o do-
puszczenie rozprawy do dalszych etapów procedury habilitacyjnej.


