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Opinia o rozprawie habilitacyjnej "Réwnania rézniczkowe dotyczace przejsé
fazowych" dra Panayotisa Smyrnelisa

Dr Smyrenelis ukonczyl studia na Uniwersytecie Piotra i Marii Curie (Paris 6)
w 1997 roku a rozprawe doktorska obronit w 2012 roku w Salonikach. Przebywal
w wielu oérodkach naukowych, w tym dwuktrotnie w Instytucie Matematyczntym
Polskiej Akademii Nauk; prawdopodobnie dlatego wlanie w tym ostatnim oSrodku
przedstawil rozprawe habilitacyjng, na ktora sktada sie szeSc opublikowanych prac.
Prawdopodobnie mijaliSmy si¢ gdzies, ale sobie go nie przypominam; za to znam
jego wspotautora, M. Kowalczyka.

Z MathSciNet mozna dowiedzie¢ sie, ze habilitant opublikowal 19 prac (w au-
toreferacie znajdujemy 20 prac), ktére byly cytowane 64 razy. Te prace ukazaly sie
w dosy¢ prestizowych czasopismach z matematyki stosowanej, a dwie prace , pow-
stale na podstawie rozprawy doktorskiej, byly opublikowane w Electronic Journal
of Differential Equations i w Proceedings of the American Mathematical Society.
Wigkszo$¢ prac jest wspétautorskich.

Rozprawa jest poSwiecona dowodzeniu istnienia specjalnych rozwiazan réwnan
rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych, ktére w pewien sposéb sa zwiazane z
przejsciami fazowymi.

Najprostsza taka sytuacja to zachowawcze réwnanie Newtona z jednym stopniem
swobody, czyli

d*u

dx?
gdzie potencjal V (u) posiada lokalne maksima; (dr Smyrnelis pisze d?u/dz? =
W'(u)). Wiadomo jak tutaj wyglada portret fazowy, t.j. w przestrzni fazowej R? =
{(u,v) = (u,du/dx)} : sa to poziomice energii

CE_{;UQ-FV(U)—E}.

Jesli wartos¢ krytyczna Ey potencjatu, lokalne maksimum, jest przyjmowana tylko
dla jednego punktu krytycznego ug, to poziomica Cg, sklada sie z siodla (ug,0) i
dwoch petli jego separatrys, tzw. homoklinicznych trajektorii. Jesli mamy dwa (lub
wiecej) punkty krytyczne u; i ug z wartoécia krytyczna Ep, to poziomica Cg, za-
wiera polaczenia siodel (u1,0) i (ug2,0), odpowiadajace trajektoriom homoklin-
icznym. Inne poziomice Cg to albo centra (u;,0) (odpowiadajace lokalnym mini-
mom V) i krzywe zamknigte, odpowiadajace rozwiazaniom okresowym. Przedsta-
wiam to na zalaczonym rysunku (ktérego brak w pracach i autorefereacie).

Zwiazek z fizyka przejs¢ fazowych (ktérych chyba habilitant do kofica nie rozu-
mie) polega na rozwazaniu funkcjonatu dzialania

son=[ (Juwr-vuw)e

(gdzie £ (v )2 =V (u) jest funkcja Lagrange’a) na przestrzeni drég (fizycznych kon-
figuracji) v : [a,b] 2 x +— u (z) € R z ustalonymi koncami. Habilitant (za innymi)
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nazywa go energia Allena—Cahna. Tutaj, w przypadku prawego rysunku, mamy ek-
stremalne krzywe (konfiguracje) odpowiadajace polozeniom réwnowagi u (z) = uy
i u(z) = ugy (dwie niestabilne fazy). Rozwiazanie homokliniczne realizuje przejscie
pomiedzi tymi fazami.

—>

W pracach wchodzacych w sktad rozprawy powyzsza sytuacja jest uogélniana w
kilku kierunkach:
— uktad Newtona z wieloma stopniami swobody
d2
T;; =-VV(u), u:R+—R",
— réwnanie czastkowe
Au=—-Vu, u:R™ — R",

— réwnania wyzszych rzedéw, np. réwnanie Fishera-Kolmogorowa

d*u d*u 3
— réwnania z matym parametrem ¢, np.
(0.2) 2 = p(z)u—u® —eaf (z), u:R— R.

Przechodze do oméwienia prac wchodzacych w sklad rozprawy.

W pracy (S1) "On minimizers of the Hamiltonian system u” = VW and on the
existence of heteroclinic, homoclinic and periodic orbits", Indiana University Math-
ematical Journal 95 (2016), 1503-1524 (z P. Antopoulosem) dowodzi sie istnienia
heteroklinicznych, homoklinicznych i okresowych rozwiazan uktadu

d2’LL _ 1% m
dij,’Q =V (U) , u€ R y
w z grubsza nastepujacych sytuacjach.

Niech = {W > 0} . Zaklada sig, ze:

(H1) brzeg 99 jest roztaczna suma dwdéch zbioréw zwartych AT 1 A~



(H2) R™\ jest rozlgczng sumg dwéch zbioréw F+ i F~ i 9F+ = A+,
W Twierdzeniu 4.2 dowodzi si¢ istnienia orbit lgczacych AT a A~. Dowéd polega
na wykazaniu istnienia trajektorii ekstremalnych funkcjonatu dzialania.
Zalozenia do nastepnych twierdzen to:
(He) VW (u) = 0 na A*,
(Ho) VW (u) # 0 na A*, gdzie A* to AT lub A~.
W Twierdzeniu 5.2, przy zalozeniu (He), dowodzi si¢ istnienia heteroklinicznych
polaczen At z A~.
W Twierdzeniu 5.4, przy zatozeniu (Ho), dowodzi si¢ istnienia homoklinicznych
potaczen.
W Twierdzeniu 5.6, przy zatozeniu (Ho), dowodzi si¢ istnienia trajektorii okre-
sowych.

W samodzielnej pracy (S2) "Minimal homoclinics for a class of fourth order O.
D. E. systems", Nonlinear Analysis 173 (2018), 154-163, rozwaza si¢ nastepujace
réwnanie

u® W W — W =0, u(z) e R™,

ktérego szczegdlnym przypadkiem jest powyzsze réwnanie Fishera—Kolmogorowa
(0.1). Tutaj W (u,v) = W (u,u’) jest nieujemna funkcja speliajaca trzy zalozenia:
Hy : {W (u,0) =0} C R™ jest roztaczna sumg dwéch podzbioréw AT i A™;
H, : istnieje otoczenie € zbioru A~, ktérego domkniecie jest rozlaczne z AT
i Wlaaxrm > 0;
Hs : liminf|, o W (u,v) > 0 jednostajnie wzgledem v.
W Twierdzeniu 11 pokazuje si¢ istnienie rozwiazania takiego, ze
dist (u(x), Ai) — 0 przy * — +oo0.
Chcialbym tutaj podzieli¢ si¢ kilkoma obserwacjami. Jak juz zauwazono w pracy,
mamy catke pierwsza
1
H= 3 (W) =W+ W' — u®,

ponadto to réwnanie wynika z zasady wariacyjnej dla funkcjonatu

Jr = / ((u”)2 24+ W (u,u’)) dr.
Roéwnanie Fishera—Kolmogorowa przyjmuje posta¢ ukladu
=0 v =w v =2 2=u—u+puw.

Ten uktad ma dwa punkty réwnowagi (1,0, 0,0) , ktére sg siodtami z 2-wymiarowymi,
stabilng i niestabilna, rozmaito$ciami niezmienniczymi. Poniewaz poziomica {H = 0}
calki pierwszej jest 3—wymiarowa, to naturalne jest przecinanie sie rozmaitosci
niezmienniczych tych siodel. Po drugie, ostatni uklad jest odwracalny wzgledem
inwolucji

(z,u,v,w, 2) — (—x, —u,v, —w, z)

i istnienie orbit heteroklinicznych jest dosy¢ oczywiste.

W pracy (S3) "Theory of light-matter interaction in nematic liquid crystals and
the second Painlevé equation”, Calculus of Variations and PDEs 56 (2017) 93 (z M.



G. Clerc, J. D. Dévila, M. Kowalczyk i E. Vidal-Henriquez) rozwaza si¢ réwnanie
(0.2) zwiazane z funkcjonalem

g 2 1 1
E= —(u)" — u? + —ut —af (r)u | de.
/(2( ) 2ep (x) +4E /(@)
Tutaj funkcja u (z) jest parzysta, malejaca dla > 0 i zerujaca sie dla x = ££, za$
funkcja f () jest nieparzysta i dodatnia dla = > 0.
Ten funkcjonal pojawia sie w fizyce oddzialywania Swiatla z materiag w niematy-
cznych cieklych krysztalach.
W Twierdzeniu 1.1 pokazano, ze:
przy a = 0 rozwiazanie jest parzyste i stalego znaku;
przy a > 0 rozwigzanie ma dokladnie jedno zero z, |Z| < £ + O (V) i
u(z) >0dla x> z;
przy a > a* (danego wzorem) mamy Z — 0 przy ¢ — 0 i podano wzér dla
lim. _ou(Z +es).
W Twierdzeniu 1.2 wykazano ze funkcja
= (e )
=+ y(+E+eP =
V2§ ~pie V=1
dazy do rozwiazania réwnania Painlevé P2:
d*y 3
T2 =Y + 2y° + o
W Twierdzeniu 1.3 podano asymptotyki rozwiazan réwnania P2 przy s — 400
i przy s — —oo.

w* (s)

W pracy (S4) "Multiphase solutions to the vector Allen-Cahn equation: crys-
talline and other complex symmetric structures", Archive for Rational Mechanics
and Analysis 225 (2017) 685-715 (z P. Bates i G. Fusco) rozwaza sie réwnanie

Au=VW, u:R"+— R™,

gdzie W jest funkcjg na R™.

Zaklada si¢ (Hypothesis 1), ze na R™ dziata skoficzona grupa G generowana przez
odbicia (np. Dy) z dziedzing fundamentalng F', na R™ dziala analogiczna grupa I’
z dziedzing fundamentalng ®. Ponadto mamy homomorfizm f: G —— T.

Nastepnie (Hypothesis 2) W jest niezmiennicza wzgledem T' i W (su) > W (u)
dlas>1i|ul =M.

Ponadto (Hypothesis 3) 0 = W (a) < W(u) dla pewnego a € ® i wszystkich
u € ®\a oraz druga pochodna funkcji ¢ — W (a + qv), |v| = 1, jest dodatnia.

Moéwimy, ze odwzorowanie u jest ekwiwariantne, jesli

u(gr)=f(g)u(z), g€q.
W Twierdzeniu 3.1 pokazano istnienie ekwiwariantnych rozwiazan (z pewnymi
wlasnoéciami) a w Twierdzeniu 3.2 wykazano istnienie nietrywialnych rozwiazan
réwnania

Au = R’°VW

(réwniez z pewnymi wlasnodciami).

Nastepna praca (S5) "The connecting solution of the Painlev ‘e phase transition
model", Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa XXT (2020), 977-998 (z M.
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G. Clerc, M. Kowalczykiem) jest po$wigcona réwnaniu rézniczkowemu czastkowemu
typu P2
Au = zu+2u®, u:R" — R.

Ma ono pewien zwiazek z réwnaniem Newtona u” = %VV, gdzie W = % (u2 — 1)2
ma dwa minima (fazy). Tutaj prawa strona tez ma podobny charakter dla z; < 0.
Celem autoréw jest skonstruowanie, dla

n =2,

rozwiazan niejako lgczacych galezie miniméw.
W Twierdzeniu 1.2, dla n = 2, pokazano istnienie rozwiazania u takiego, ze:
(i) jest dodatnie w gérnej potplaszezyznie i nieparzyste wzgledem xo;
(ii) spelia pewne warunki ograniczonosci;
(iii) jest minimalne wzgledem pewnej klasy zaburzei;
(iv) |u| ~ Ai (z1) przy x2 — oo (Ai to funkcja Airy);
(v) dla ustalonego x5 funkcja

(0, 12) = V2 (=30/2) 7 (1300/2% a2 (300/2) )

dazy do konkretnej funkcji przy t1 — oo;

(vi) Ou/0x1 < 0 dla zg > 0;

(vii) Ju/0x1 > 0 i w(xy,z2) dazy przy xe — oo do tzw. rozwiazania
Hastingsa—McLeoda réwnania P2.

Ostatnia praca (S6) "Vortex filament solutions in the Ginzburg-Landau-Painlev e
theory of phase transition", Journal de Mathematiques Pures et Appliquées (w
druku) jest samodzielna i poSwiecona wektorowej wersji réwnania z poprzedniej
pracy

Au=zu+2ul>u, u:R" - R,

Jest ono analogiczne do réwnania Ginzburga—Landau Au = |u|2 u—u (wynikajacym
2

z zagadnienia wariacyjnego dla funkcjonatu [ (é |Vul? + 1 (|u|2 — 1) d"z) iz

rozwigzaniami w postaci wiréw

() = Npaa (J2]) 2/ 2],
gdzie 1,,4 jest rosnaca funkcja majaca nieparzyste rozszerzenie na prosta i dazaca
do 1 na oo.
Oznaczmy z = (29, ...,2Zy), e, = 2/ |z|, 0 = |2|.
W Twierdzeniu 1 pokazano istnienie rozwigzania u takiego, ze:
(i) uw(x) = Upaq (z1,0) z wlasnoSciami wzgledem o jak powyzsza funkcja
Nrads
(ii) Upad > 0, Otupaa/0x1 < 0, OUpaq/O0 > 0;
(ili) |u| < h(21) i lime— oo Upad (x1,0) = h(21), gdzie h jest rozwigzaniem
Hastingsa—McLeoda réwnania P2;
(iv) ma miejsce analogiczne graniczne zachowanie dla odpowiedniej funkcji
4 (t1,...,tn) jak w poprzedniej pracy.

Jesli chodzi o pozostaly dorobek Smyrnelisa to nalezy wyrézni¢ monografie "El-
liptic systems of phase transition type", Springer—Birkhauser, 2018 (z N. D. Alikakosem
i G. Fusco). Jej tematyka z grubsza pokrywa sie z tematyka habilitacji.



Czest prac spoza habilitacji jest zwigzana z powyzsza tematyka. W szczegdlnodci,
w dwdéch pracach dowodzi si¢ istnienia orbit heteroklinicznych w przestrzeniach
Hilberta. R6wniez badane sa warunki niezdegenerowania orbit laczacych.

Habiliatant dowodzil tez pewnych oszacowan dla rozwiazn. Na przykiad, dla
réwnania Au = W'(u), W > 0, bylo znane (dosy¢ oczywiste) oszacowanie Modiki
[Vul> < 2W (u). Smyrnelis udowodnit oszacowanie |Vu|” < 2y/W (u) dla potenc-

2
jatu Ginzburga-Landau % (1 - |u|2) .
Dowodzono tez pewne zasady maksimum dla funkcjonaléw jak powyzej.

Ciekawie wyglada praca "On Abrikosov Lattice Solutions of the Ginzburg-Landau
Equations", Mathematical Physics Analysis and Geometry 21 (2018), 7 (z I. Chenn
i I. M. Sigalem), gdzie pojawiaja sie funkcje Theta.

W jednej prac (wyniklej z doktoratu) udowodniono Twierdzenie 5.1: Niech Q C
R? bedzie gladkim obszarem Jordana i niech u : Q — R™ bedzie odwzorowaniem
harmonicznym spelniajacym %J_% dla z € 09, gdzie t jest wektorem stycznym
do 0N a n jest wektorem normalnym. Wéwczas u jest konforemne.

Dr Smyrnelis jest dosy¢ aktywny na polu dydaktycznym, organizacyjnym i popu-
laryzatorskim. Natomiast nie wida¢ jego uczestnictwa w grantach.

Moje wrazenie z lektury przedstawionego mi dorobku jest mieszane. Z jednej
strony, badane zagadnienia pochodzg z fizyki a wyniki prac habilitanta maja charak-
ter jakoSciowy. Z drugiej strony, uderza znaczna jednorodno$¢ tematyki oraz niez-
najomo$¢ elementarnych poje¢ i metod z mechaniki i ukltadéw dynamicznych. Ale
to dotyczy calej grupy jego nauczycieli i wspélpracownikéw. Dlatego mam pewne
watpliwosci co do istotnej wartoSci tych wynikéw.

Pomimo to, jestem zdecydowany poprzeé¢ prosbe habilitanta i wnioskowa¢ o do-
puszczenie rozprawy do dalszych etapéw procedury habilitacyjnej.



