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Cykl powiazanych tematycznie artykuléw naukowych pod wspdlnym tytutemn
Analiza harmoniczna na przestrzeniach Banacha i teoria stabilnosci dla réwnan ewolucyjnych.

Cykl sklada sie z nastepujacych artykutéw:

(R1) Optimal rates of decay for operator semigroups on Hilbert spaces. Adv. Math. 346 (2019),
359-388. With D. Seifert and R. Stahn.
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Math. Anal. 11 (2017), no. 4, 713-743. With M. Veraar.

Ponizej opisujemy wspomniane osiagniecia.

4.1. Netacja. Za liczby naturalne przyjmujemy N = {1,2,...} i oznaczamy Z, := NU{0}. Wykladnik
sprzezony do p € [1, 0] zapisujemy jako p'.

Przestrzen ograniczonych operatoréw liniowych miedzy przestrzeniami Banacha X i Y oznaczamy
przez L(X,Y) i przyjmujemy L£(X) := L(X,X). Przestrzer funkcji Schwartza o wartosciach w X i
przestrzen dystrybucji temperowanych na R™ zapisujemy odpowiednio jako S(R™; X} i 8'(R™; X), adla
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X = C przyjmujemy S(R") = S(R™;C) i &'(R") = §'(R™; C). Transformate Fouriera f € &’'(R™; X)
zapisujemy jako Ff lub f. Jedli f € L'(R™; X), to

FH@ = [ erepwn e

Operator identycznosciowy na X oznaczamy Iy ipiszemy A dla Al x gdy A € C. Dziedzine domknietego
operatora A na X zapisujemy jako D(A) i jest ona przestrzenia Banacha z norma

2l peay = Izl x + Azl x , 2 € D(A).

Spektrum A oznaczamy przez o(A), a zbiér rezolwenty przez p(A) = C\ o(A). Rezolwente A w
A € p(A) zapisujemy jako R(\, A) = (A — A)~ L.

Oznaczmy f(s) < g(s), jezeli f(s) < Cg(s) dla kazdego s i statej C' > 0 niezaleznej od s. Podobnie
definiujemy f(s) 2 g(s) i g(s) = f(s).

Po wymagane podstawy teorii réwnan ewolucyjnych i Co-pdlgrup odsytamy do [6,30].

4.2. Krétki opis dziedziny naukowej. Jeduym z gléwnych celéw teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych jest okreslenie asymptotyki rozwiazan zadanego réwnania rézniczkowego czastkowego.
Dla liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych, ktére mozna zbadaé poprzez przeformutowanie ich
w jezyku rownan ewolucyjnych, wiadomo, ze dlugofalowe zachowanie ich rozwiazan jest zwiazane z
wlasnosciami generatora pétgrupy rozwiazan.
Moéwiac precyzyjniej, rozwazmy abstrakcyjne zagadnienie Cauchy’ego
a(t) = Au(t), t>0,

(4.1) o(0) =z,

gdzie u : [0,00) — X dla pewnej przestrzeni Banacha X, domknietego operatora A na X i z € X.
Wéwezas (4.1) ma doktadnie jedno rozwiazanie catkowe dla kazdego © € X i rozwiazanie to zalezy
od x w sposéb ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy A generuje Co-péigrupe (T'(¢))t>0 € L£(X) na X
(poréwnaj [30, Wniosek 11.6.8]). W tym wypadku rozwiazanie u problemu (4.1) zadane jest przez
u(t) = T(t)x dla kazdego t > 0. Ponadto jezeli € D(A), to u € C'([0,00); X) i (4.1) zachodzi
punktowo.

W naszych rozwazaniach zakladamy istnienie dokladnie jednego rozwiazania zagadnienia (4.1) i
ciaglej zaleznoscei od warunkéw poczatkowych. Wéwezas aby okreslié asymptotyczne zachowanie roz-
wiazani (4.1), musimy zbadaé¢ dlugofalowe zachowanie orbit ¢ — T'(t)z. W tym celu mozemy z kolei
rozwazy¢ wlasnosci spektralne generatora A, stosujac klasycznej metodyki réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych do réwnan ewolucyjnych.

Istotnic istnicja w’ € RiC > 1, takie ze ||T(t) || £(x) < Ce*'t dla kazdego t > 0. Bez utraty ogdlnosci
rozwazan zalézmy, ze w’ = 0. Wéwczas rezolwenta R(w + i€, A) istnieje dla wszystkich w > 01§ € R
oraz

(4.2) R(w+1i, A)z = / e "MWz dt
0
dla kazdego x € X (poréwnaj [30, Twierdzenie I1.1.10]). Mozemy odwrécié powyzsza transformate
Laplace’a, aby otrzymaé
1 .
(4.3) e “'T(t)r = — / e R(w + i€, A)x dg
2T R

dla t > 0, gdzie calka ta zbiega bezwzglednie dla x w odpowiednich gestych podprzestrzeniach X.
Ogdlnie rzecz biorac, dla dowolnego x € X mozemy wéwczas wykorzystaé informacje o R(w + i€, A)z,
aby ograniczy¢ catke w (4.3) 1 otrzymaé C’ = C, > 0, dla ktérego

(4.4) T (t)z||x < C'et, t>0.

Oczywiscie zalozylismy od poczatku, ze | T(t)| £(x) < C, wige nie jest to pomocne dla w > 0. Jednakze,
jesli R(w + i€, A) istnieje dla pewnego w < 0 i dla kazdego & € R, to nadal mozemy uzy¢ (4.3), aby
powiazaé informacje o R(w + i€, A) z ograniczeniami jak w (4.4). Poniewaz w < 0, dostajemy wtedy
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oszacowanie zaniku orbity ¢ — T'(¢t)z. To podejscie do asymptotyki rozwiazani réwnania ewolucyjnego
jest uzyteczne w praktyce, gdyz rezolwenta jest zazwyczaj znacznie bardziej przystepna niz sama
potgrupa.

Sprecyzujmy podana wyzej heurystyke w szczeg6lnym przypadku. Zalézmy, ze iR C p(A) i

(4.5) sup [|R(i€, A)||(x) < oo
geRr

Woéwezas argument szeregu Neumanna daje w < 0, takie ze w + iR C p(A), jak réwniez

(4.6) sup ||R(w + i€, A)| £(x) < oo.
£ER
Dalej mozemy skorzystaé z (4.6), aby otrzymaé

(@7) /R 1R (w + i€, A)z x dé < 00

dla kazdego = w dziedzinie ulamkowej D((—A)%) dla « > 1. Ponadto wtedy (4.3) istotnie implikuje
(4.4) dla takich z.

Argument ten jest prawdziwy dla dowolnych przestrzeni Banacha. Z drugiej strony jesli X jest prze-
strzenia Hilberta, to zastosowanie twierdzenia Plancherela do (4.3) daje nam, ze (4.6) implikuje (4.4)
dla kazdego = € X. Jest to tzw. twierdzenie Gearharta-Priissa (poréwnaj [30, Twierdzenie V.1.11]).
Réznica miedzy uzyskaniem (4.4) dla kazdego x € X a jedynie dla z € D((—A)%) dla a > 1 jest istot-
na w praktyce. W wiekszosci zastosowan do réwnan rézniczkowych czastkowych A jest operatorem
rézniczkowym, wiec elementy dziedzin utamkowych D((—A)%) staja sie ,, gladsze” wraz ze wzrostem a.
Zatem dla przestrzeni Hilberta (4.5) zadaje (4.4) dla dowolnie niegladkich danych poczatkowych, pod-
czas gdy dla ogdlnych przestrzeni Banacha otrzymujemy (4.4) tylko dla odpowiednio gtadkich danych
poczatkowych.

Stad naturalnym podej$ciem wydaje si¢ préba rozluznienia dotychczasowych zalozen. Rozpatrzymy
dwa nieprecyzyjnie sformulowane problemy, jakie si¢ wéwczas pojawiaja;

(P1) Otrzymac (4.4) dla ¢ € D((—A)*) dla pewnego w < 01 0 < a < 1, zakladajac, ze bazo-
wa przestrzen Banacha ma wiecej wlasnosci niz w pelnej ogélnosci, ale mniej niz przestrzen
Hilberta;

(P2) Okresli¢ asymptotyke orbit pélgrupy, zakladajac, ze istnieje M : [0,00) — [0, 00), dla ktérego
M(\) — oo gdy A — oo, takie ze

IR(GE, A)lloxy) < M([€]), €€R.

Pierwsze z powyzszych wystepuje w praktyce z nieliniowych réwnan na przestrzeniach L2, gdzie pewne
nieliniowosci (np. nieliniowo$ci wykladnicze) zmuszaja do przeniesienia rozwazan do L? dla p # 2. Z
drugiej strony (P2) jest interesujacy nawet dla przestrzeni Hilberta, gdy doprecyzowujemy rozwazania
asymptotyki zadane z (4.4). Takie zachowania pojawiaja sie w zastosowaniach do zaburzonych réwnan
falowych, gdzie (4.5) czesto nie zachodzi.

4.3. Dotychczasowe wyniki nt. (P1). Dla lepszego zilustrowania problemu i kierunku badan skupimy
sie na moment na klasycznym problemie analizy harmonicznej.

Mnozniki Fouriera. Dla p € [1,00) i funkeji mierzalnej m : R — C o temperowanym wzroscie cheieli-
bysmy okresli¢ zalozenia na symbol m, dla ktérych operator mnoznika Fouriera
(4.8) Tn(f) = FHm-F(f), feSR),

przediuza sie w sposéb ograniczony do LP(R). Jedli p = 2, to z twierdzenia Plancherela mamy T, €
L(L?(R)) wtedy i tylko wtedy, gdy m € L>(R), gdzie

1Tl 22 ®)) = M|l Lo (r)-
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Proste kryterium istnieje takze dla p = 1: mamy T;,, € L(L*(R)) wtedy i tylko wtedy, gdy m € L'(R).
Jednakze problem ten jest wysoce nietrywialny dla 1 < p < oco. Twierdzenie Mikhlina o mnoznikach
zadaje uzyteczny warunek wystarczajacy (poréwnaj [35, Twierdzenie 5.2.7]): jesli m € C*(R\ {0}) i

sup [m(&)] + [§m/ (§)] < o0,
§#0

to Tp, € L(LP(R)) dla kazdego 1 < p < 0.

Okazuje sie, ze powyzszy klasyczny problem analizy harmonicznej ma zastosowania do réwnan
ewolucyjnych, przede wszystkim do pytan o maksymalna LP regularnos$é¢ (poréwnaj [53]). Mozna tutaj
uogolni¢ (4.8) do przypadku nieskoriczenie wymiarowego poprzez rozwazenie przestrzeni Banacha X i
Y, symboli m : R™ — L(X,Y") o wartosciach operatorowych i odpowiadajacego operatora

Tin(f) = F Hm-F(f)), feSR":X).
Dla p,q € [1,00] przyjmujemy m € M, (X,Y), jedli istnieje C' > 0, takie ze || T (f)|lLo@nyyy <

Cllfllr@n;x) dla kazdego f € S(R™;X) i méwimy wéwezas, ze m jest ograniczonym (LP(R™; X),
L1(R™;Y)) mnoznikiem Fouriera. Dla p < oo implikuje to, ze T, przediuza sie do ograniczonego od-
wzorowania z LP(R™; X) do L9(R™;Y). Dla p = oo funkcje Schwartza nie sa geste w L (R™; X), ale
klasa (L°°(R™; X), LY(R™;Y")) mnoznikéw Fouriera jest przewaznie wystarczajaco mata, aby odpowia-
dajacy operator istotnie przediuzal sie do L>°(R"™; X') w inny sposéb. Co wiecej, przypadek p = co nie
jest dla nas szczegdlnie istotny, a uzywanie tej terminologii upraszcza sformutowania naszych wynikéw.
Piszemy zatem stosownie

(4.9) Imlla, . xv) == |1 Tmll o @eix),La@niyy)

dla m € M, 4(X,Y). Dla ulatwienia pomijamy wymiar n w tejze notacji.
Weis pokazat w [31], ze m € M, ,(X,Y) dla kazdego 1 < p < oo jedli X i Y sg przestrzeniami
UMD, m € CY(R\ {0}; L(X,Y)) oraz gdy

(4.10) {m(&) [ € € R\ {0}} and {{m/(€) | € € R\ {0}}
sa R-ograniczone w £(X,Y"). Odsylamy do [417] po definicje i wlasnosci R-ograniczonosci. Szczegdlnym
przypadkiem symbolu o wartosciach operatorowych, do ktérego stosujemy te teorie, jest

m(§) == R(i&, A), E€R,

gdzie A generuje Co-pétgrupe i {A € C | Re(A) > 0} C p(A4). Warunek Weisa na mnoznik dla tego
szczegblnego symbolu jest gldéwnym narzedziem w teorii maksymalnej LP regularnodci.

Teoria stabilnosci. Rezolwenta pojawia sie takze jako mnoznik Fouriera w asymptotycznej teorii réw-
nan ewolucyjnych. Istotnie zatézmy jak wezesniej, ze A generuje Co-péigrupe, dla ktérej | T(t)| z(x) <
C dla pewnego C > 0 i wszystkich ¢ > 0 oraz ze zachodzi (4.5). Ustalmy w < 0, takie ze zachodzi
(4.6). Niech @ > 0 i przyjmijmy

(4.11) m(§) :i=Ix + (@ —w)R(w+i,A), £eR.
Wéwcezas

Je® Ttz t>0,
(4.12) t— f(t) = {0 t <0,

jest elementem LP(R; X) dla wszystkich 2 € X i 1 < p < co. Ponadto (4.2) i tozsamo$é¢ rezolwenty
daja

m()Ff(€) = Ix + (@ —w)R(w+i&, A)R(w+ i, A)x = R(w + i€, A)z.
Zatem dla z € D((—A)?*) dla a > 1 mozemy zastosowaé (4.7), aby uzy¢ odwrotnej transformaty
Fouriera w (4.3), by otrzymac
(4.13) T (W) = F 1 (m - Ff)(t) = T (f) (1)

dla t > 0. To z kolei daje (4.4) dla x jak wyzej. Jesli m jest ograniczonym (LP(R™; X), LP(R™; X))
mnoznikiem Fouriera dla pewnego p € [1, 00], to nietrudno potaczy¢ (4.13) z gestoscia D((—A)*) w X,
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by uzyskaé¢ (4.4) dla kazdego x € X. Ten abstrakcyjny zwiazek miedzy teoria mnoznikéw Fouriera a
asymptotyczna teorig réwnan ewolucyjnych mozna znalezé np. w [54], choé réwnowazne sformulowanie
w jezyku konwolucji siega znacznie dawniej (poréwnaj np. [76, Rozdziat 3.3]).

Jesli X jest przestrzenia Hilberta, to twierdzenie Plancherela i (4.6) implikuja, ze m € My 2(X, X),
odzyskujac w ten sposéb twierdzenie Gearharta-Priissa. Jednakze argument ten nie dziata, gdy X nie
jest przestrzenia Hilberta. Z drugiej strony wiekszos¢ przestrzeni, ktére pojawiaja sie w zastosowaniach
do réwnan nieliniowych sg same w sobie przestrzeniami L? nad pewna przestrzeniag miary, a dla
1 < q < 00 sa to przestrzenie UMD. Zatem naturalnym wydaje sie¢ usilowanie zastosowania twierdzenia
Weisa. Niestety pomimo ze zalozenie (4.10) jest naturalne dla teorii maksymalnej regularnosci, nie jest
ono szczegdlnie uzyteczne w zastosowaniach do asymptotycznej teorii pétgrup. Istotnie zalozenie, ze

{em(©) [ € e R\{0}} = {~i(& ~ w)éR(w +1i&, A)* | € € R\ {0}} C L(X)

jest R-ograniczony lub choéby jednostajnie ograniczony, jest bliskie zalozeniu, ze A generuje pélgrupe
analityczna. Co wiecej, (wykladnicza) asymptotyczna teoria pélgrup analitycznych jest dobrze zbadana
i znacznie latwiejsza od przypadku ogdlnego, poréwnaj [0, Twierdzenie 5.1.12].

Przez dlugi czas przeszkoda ta oznaczala, ze mnozniki Fouriera byly malo uzyteczne w zastosowa-
niach praktycznych do asymptotycznej teorii rownan ewolucyjnych.

4.4. Dotychczasowe wyniki nt. (P2). Badania nad doprecyzowaniem zachowania asymptotycznego
pojawily sie w naturalny sposéb w zastosowaniach do zaburzonych réwnan falowych, co wyjasniamy
ponizej

Opis problemu. Méwimy, ze podzbiér U zwartej spdjnej rozmaitosci riemannowskiej M bez brzegu
spelnia warunek sterowalnosci geometrycznej, jesli istnieje L > 0, takie ze kazda geodezyjna dlugosci
co najmniej L przecina U. Rauch i Taylor pokazali w [67], Ze energia rozwiazail zaburzonego réwnania
falowego z gladka niezerowa funkcja zaburzajaca b : M — [0, 00), maleje wykladniczo, gdy zbiér {z €
M | b(x) > 0} spelnia warunek sterowalnosci geometrycznej. Z [66] wynika, ze warunek sterowalnosci
geometrycznej jest takze konieczny dla wykladniczego zaniku energii i podobne wilasnosci zachodza
dla rozmaitosci z brzegiem (poréwnaj [11] i [22]). Ponadto tatwo skonstruowaé przykiady, gdzie obszar
zaburzenia nie spelnia warunku sterowalnosci geometrycznej - wystarczy upewnié sie, ze zaburzanie
nie wystepuje w pewnym otwartym otoczeniu co najmniej jednej geodezyjne;.

Przy formulowaniu nietrywialnego zaburzonego réwnania falowego jako réwnania ewolucyjnego na
X = L*(M) polgrupa rozwiazan (T'(t)):>o jest jednostajnie ograniczona, jej generator A spekia
iR C p(A) i dla kazdego x € X mamy T'(t)z — 0 gdy t — co. Jednakze warunek jednostajnej ograni-
czonodci (4.5) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy obszar zaburzenia spelnia warunek sterowalnosci
geometrycznej. Stad gdy warunek ten nie jest spelniony, argumenty poprzedniego rozdziatu nie stosuja
sie i spodziewamy sie napotkaé bardziej wyszukany zanik (poréwnaj np. [4,21,50]).

Moéwiac heurystycznie, z (4.3) dla w = 0 otrzymujemy, ze tempa wzrostu rezolwenty sa odwrotnie
proporcjonalne do temp spadku pélgrupy. Jednakze jesli chcie¢ sformalizowaé te heurystyke, napoty-
kamy dwie przeszkody. Po pierwsze, w ogélnosci nie mozemy oczekiwaé jednostajnego tempa zaniku
dla kazdego z € X, gdyz prosty argument pokazuje, ze taki zanik jednostajny implikowalby zanik
wyktadniczy 1 (4.5). Zatem naturalnym wydaje sie rozwazenie warunku poczatkowego x € D(A), dla
ktérego orbita pdlgrupy t — T'(t)x jest klasycznym rozwiazaniem odpowiadajacego abstrakcyjnego
zagadnienia Cauchy’ego (4.1). Po drugie, generator pélgrupy rozwiazan zaburzonego réwnania falo-
wego nie jest operatorem normalnym, wiec precyzyjne okreslenie zaleznos$ci miedzy tempami zaniku
dla pélgrupy i tempami wzrostu dla rezolwenty nie jest trywialne.

Zauwazmy, ze okreslenie zaleznosci miedzy tempami wzrostu rezolwenty i tempami zaniku jest nie-
zwykle wazne w praktyce. Istotnie, jak pokazaliSmy wczesniej, znacznie latwiej jest badaé rezolwente
niz pélgrupe i w zastosowaniach praktycznych zazwyczaj uzyskujemy odpowiednie ograniczenia na
norme rezolwenty. Dzieki nim otrzymujemy tempa zaniku dla klasycznych rozwiazan réwnania ewolu-
cyjnego i staramy sie zrozumie¢, jakie doktadnie tempo zaniku odpowiada zaobserwowanemu tempu
wzrostu rezolwenty.



Sprébujmy sprecyzowaé ten opis. Niech A generuje jednostajnie ograniczona Co-pélgrupe (T'(t))¢>0,
taka ze iR C p(A) iniech M : [0,00) — [0, 00) bedzie jak w (P2). Mamy wtedy M (A) — oo gdy A — oo
i

(4.14) I1R(i&, Allcx) < M), € €R.

Aby okresli¢ tempa zaniku klasycznych rozwiazani (4.1), musimy otrzymaé oszacowania na norme
IT(HA  2(x)» gdyz

IT®)2llx < ITHA™ coollAzllx < ITOA oozl

Dotychczasowe wyniki. Batkai, Engel, Priiss i Schnaubelt otrzymali w [12] pewne wczesne wyniki
dotyczace zwiazku miedzy tempami wzrostu M i tempami zaniku dla pélgrupy. Autorzy rozwazali M,
dla ktérych M(A) = A* gdy A — oo dla pewnego « > 0. Pokazali, ze wéwczas (4.14) implikuje, ze dla
kazdego € > 0 istnieje C; > 0, takie ze

1
ITOA " x < Com 1 ox.

Udowodnili takze implikacje odwrotna, ponownie ze strata rzedu wieclomianowego €. Lepsze oszaco-
wania dla przestrzeni Hilberta otrzymali Liu i Rao w [57].

Wspomniane wezesne wyniki zostaly poprawione przez Batty’ego i Duyckaertsa w [14] przy uzyciu
podejscia teorii tauberowskiej. Zalézmy bez utraty ogdlnosci rozwazan, ze

M()‘) = sup |‘R(7’€7A)HE(X) A >0,
l€1<x

i przyjmijmy

Miog(A) :== M(X)(log(1+ M(X)) +log(1+ ), X>0.
Poniewaz M i Miog sa niemalejace, maja (by¢ moze wiecej niz jedne) prawostronne elementy odwrotne
M-1i Mlggl odpowiednio. Batty i Duyckaerts pokazali, ze istnieja ¢, C' > 0, takie ze

C _
(4.15) ———— < T A 2 x)

C
M~1(Ct) = M Y(ct)

log

dla odpowiednio duzych t. Dla wielomianowych M lewa strona rézni sie od prawej o czynnik logaryt-
miczny. Postawili oni takze hipoteze, ze ograniczenie z prawej strony w (4.15) jest ostre na ogdlnych
przestrzeniach Banacha, ale ze mozna je poprawié¢ na przestrzeniach Hilberta.

Ich hipoteza zostala w wiekszosci udowodniona przez Boricheva i Tomilova w nowatorskiej pra-
cy [20]. Pokazali oni, ze istotnie nie mozna poprawié¢ prawej strony (4.15) dla ogéluych przestrzeni
Banacha. Co wiecej, jesli X jest przestrzenia Hilberta i jesli M(\) = A* dla A > 1, to

C
(4.16) IT(OA™ | 2x) < M (ch)
dla pewnych ¢, C' > 0 i odpowiednio duzych t. W potaczeniu z lewa strona (4.15) pokazuje to z doktad-
noscia do stalych, jakiego najlepszego tempa zaniku mozemy oczekiwa¢ w klasycznym rozwiazaniu:
mamy [|T(t) A7 z(x) = t=1/% gdy t — co. Praca ta byla szeroko wykorzystywana do uzyskania temp
zaniku dla zaburzonych réwnan falowych (poréwnaj np. odwolania w [13]).

Zauwazmy, ze cho¢ przypadek wiclomianowo rosnacego M jest najbardziej interesujacy z punktu
widzenia zastosowan, [20] nie odpowiada w petni na hipoteze Batty’ego i Duyckaertsa. Z drugiej strony
mozemy skonstruowaé przyklady, ktére pokazuja, ze (4.16) nie zachodzi na przestrzeniach Hilberta dla
kazdego M, nawet jesli zalozymy, ze (T(t)):>0 jest pélgrupa normalna. Okreslenie, dla jakich M (4.16)
zachodzi, pozostato wiec problemem otwartym. W [13] Batty, Chill i Tomilov uzyli zaawansowanych
narzedzi teorii rachunku funkcyjnego, aby uzyskaé (4.16) dla pewnych tzw. reqularnie zmieniajgcych sie
M - klasy, ktéra zawiera w sobie wielomiany. Pokazali réwniez, ze (4.16) zachodzi dla kazdej pélgrupy
normalnej (T'(t))¢>0 wtedy i tylko wtedy, gdy M ma wlasnosé nazywang dodatnim wzrostem. Wiasnosci
te wprowadzamy w Definicji 4.12, ale chcielibysmy tu zaznaczy¢, ze kazda regularnie zmieniajaca sie
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funkcja (o dodatnim indeksie) ma dodatni wzrost. Ponadto kazda funkcja M rozwazana w [13] jest
regularnie zmieniajaca sie.

Zauwazmy ponownie, ze w zastosowaniach waznym jest okreslenie, dla jakich M (4.16) zachodzi,
poniewaz laczac (4.16) z lews strona (4.15), otrzymujemy dokladne tempo zaniku dla klasycznych
rozwiazall stowarzyszonego abstrakcyjnego zagadnienia Cauchy’ego. Mimo to po wynikach [13] nie
bylo jasne, jak dalej postepowac przy tym problemie. Ponadto nie bylo tez jasne, jak tak subtelne
zachowanie asymptotyczne odnosi si¢ do teorii mnoznikéw Fouriera o wartosciach operatorowych,
ktéra w naturalny sposéb pojawia si¢ w (I’1) przy rozwazaniu wykladniczego zaniku pélgrup.

4.5. Spis osiagnieé. Artykuly (R1)-(R5) w sumie skupiaja nastepujace osiagniecia:

(O1) Wyksztalcenie teorii mnoznikéw Fouriera (LP, L) o warto$ciach w przestrzeni operatoréw w
przypadku p # g,

(02) Zastosowanie tejze teorii do Problemu (P1), by wskazaé, jak mozna uzy¢ mnoznikéw Fouriera
do uzyskania konkretnych temp zaniku na przestrzeniach Banacha nie bedacych przestrzeniami
Hilberta,

(O3) Powiazanie teorii mnoznikéw Fouriera z warto$ciami operatorowymi z doprecyzowanym zani-
kiem w Problemie (P2), otrzymujac w ten sposéb nowe konkretne tempa zaniku,

(04) Uzycie tychze mnoznikéw Fouriera o wartosciach operatorowych do uzyskania precyzyjnych
temp wzrostu dla pélgrup, majac jedynie zalozenia spektralne na stowarzyszony generator,

(O5) Znalezienie peinej odpowiedzi na hipoteze Batty’ego i Duyckaertsa poprzez okreslenie funk-
cji M, dla ktérych (4.16) zachodzi dla wszystkich pdélgrup na przestrzeniach Hilberta oraz
poprawienie prawej strony (4.15) dla klasy funkcji, dla ktérych (4.16) nie zachodzi.

Ponizej opisujemy, jak osiagneliSmy te wyniki we wspomnianych artykutach.

4.6. Cel (01). W 2015 roku Veraar wraz z autorem spostrzegli, ze kilka znanych wynikéw nt. Pro-
blemu (P1), ktére uzyskano przy uzyciu zasadniczo réznych metod, mozna udowodnié w ujednolicony
sposéb formutujac je w terminach wlasnosci mnoznikéw Fouriera (LP, L?) rezolwenty. Dalo to takze
nowe wyniki dotyczace wykladniczej stabilnosci pélgrup na przestrzeniach Banacha nie bedacych prze-
strzeniami Hilberta. Jednakze wéwczas niewiele bylo wiadomo o teorii mnoznikéw Fouriera (LP, L?)
o wartosciach operatorowych, zapewne z powodéw, ktére tlumaczymy ponizej. Stad Veraar i autor
postanowili wyksztalcié¢ taka teorie w artykulach (R4) i (R5). Artykut (R4) skupia sie na mnoznikach
Fouriera o wartosciach operatorowych pomiedzy LP(R™; X) a LI(R™;Y) dla przestrzeni Banacha X
1Y, a (R5) zawiera podobne wyniki co (R4) dla mnoznikéw Fouriera miedzy odpowiednimi prze-
strzeniami Besova. Mnozniki drugiego typu pojawiaja sie w naturalny sposéb, gdy rozwazamy pewne
przypadki koficowe w teorii (L?, L?), co wyjasniamy ponizej.

Mmnozniki Fouriera o wartoSciach operatorowych. W przypadku skalarnym, teoria mnoznikéw Fouriera
(LP(R™), L1(R™)) dla p # ¢ jest stosunkowo prosta. Jesli p > ¢, to jedynym ograniczonym mnoznikiem
Fouriera z LP(R™) do L(R™) jest operator zerowy. Co wiecej, z grubsza rzecz biorac, aby otrzymad
ograniczonosé¢ dla istotnie duzej klasy mnoznikéw Fouriera, musimy mieé¢ p < 2 < ¢ (poréwnaj [45]).
Niech wtedy m : R™ — C bedzie mierzalne, takie ze

(4.17) sup [¢]" 9 m(¢)] < oo
40

Dla s € R przez |D|® rozumiemy mnoznik Fouriera z symbolem ¢ — [£|®. Niech s1,s2 € [1, 00] beda
takie, ze = =n(1—1)i L =n(3—1) oraz niech H? (R™) = |[D|~* LP(R") i HZ,(R") = |D|~*>L9(R"™)
S1 P S2 q 1 2

beda jednorodnymi przestrzeniami potencjaléw Bessela'. Wéwczas mozemy uzyé zanurzen Soboleva,

lUZywamny tejze terminologii zamiast czesciej spotykanych ,, jednorodnych przestrzeni Soboleva”, gdyz w przypadku
wartosci wektorowych przestrzenie potencjaléw Bessela na ogdt nie pokrywaja sie z przestrzeniami Soboleva zdefinio-
wanymi w klasycznym sensie.
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twierdzenia Plancherela i (4.17), by otrzymaé
Ton (P oty 1T oy = DI Ton ) gy S D1 s

4.18
( = Hf||H2 NEDRS S llze @)

dla wszystkich f € S(R"), pokazujac w ten sposéb, ze T,, : LP(R™) — L9(R™) jest ograniczony.
Zauwazmy, ze w przeciwienistwie do przypadku p = ¢ # 2 nie uzyskujemy tutaj gtadkosci m dla
otrzymanego twierdzenia o mnoznikach. Mimo ze mozna uzyskac bardziej wyszukane wyniki, procedura
ta juz daje liczna klase uzytecznych mnoznikéw Fouriera (LP(R™), LI(R™)).

Ta sama metoda dziata dla mnoznikéw (LP(R™; X), L9(R™;Y")) dla symboli z wartosciami opera-
torowymi m : R" — L£(X,Y), o ile X i Y sa przestrzeniami Hilberta. Jednakze w tym wypadku
zazwycza]j bardziej uzyteczne jest uzycie twierdzenia Plancherela dla p = ¢ = 2. Z drugiej strony jesli
X lub Y nie jest przestrzenia Hilberta, to podejscie to zasadniczo psuje sie.

Mozliwe, iz niewiele bylo wiadomo o mnoznikach Fouriera (LP(R™; X), L4(R™;Y)) z wartodciami
operatorowymi z trzech powodéw. Po pierwsze, teoria ta jest stosunkowo prosta dla X =Y = C. Po
drugie, nie bylo jasne, jakie zastosowania mialaby taka teoria. Po trzecie, nie bylo jasne, jak podejsé
do faktu, iz techniki przypadku skalarnego najwyraznicj psuja si¢ w sposob zasadniczy.

Mimo to, uogdlnienie teorii skalarnych mnoznikéw Fouriera (L?, L?) do przypadku wartoséci wekto-
rowych okazuje si¢ mozliwe pod warunkiem odpowiednich geometrycznych zatozen na bazowe
przestrzenie Banacha. Co ciekawe, zalozenie przestrzeni UMD, ktore jest kluczowe dla teorii wartosci
wektorowych gdy p = ¢, nie odgrywa prawie zadnej roli gdy p # ¢. Zamiast tego geometria prze-
strzeni bazowych X i Y pochodzi z wlasnosci takich jak typ Fouriera, typ, czy kotyp. Wilasnosci te sa
w pewnym sensie bardziej ,ilo$ciowe” niz wlasno$é UMD, gdyz zawieraja parametry px € [1,2] and
gy € [2,00], ktére z kolei sa powiazane z wartodciami p i ¢, dla ktérych mozemy otrzymaé twierdzenia
o mnoznikach (LP(R™; X), L4(R™;Y)).

Konkretne wyniki. Mozemy uzy¢ réznych technik, aby przedtuzy¢ teorie skalarng do przypadku
wartosci wektorowych. Skupimy sie tutaj na dwdéch takich przedluzeniach. Pierwsze zawarte w Stwier-
dzeniu 3.9 w (R4) jest proste do udowodunienia, ale mimo to do$¢ uzyteczne w zastosowaniach. Mowimy,
ze przestrzen Banacha X ma typ Fouriera p € [1,2], jesli F : LP(R™; X) — ¥ (R™; X) w sposéb ogra-
niczony. Przypomnijmy tez, ze przyjmujemy m € M, ((X,Y), gdy Tr, : LP(R™; X) — LY(R™Y) jest
ograniczony.

Stwierdzenie 4.1. Niech X bedzie przestrzemq Banacha z typem Fouriera p € [1,2] i niech Y b@dzze
przestrzeniaq Banacha z typem Fouriera ¢' dla q € [2,00]. Niech r € [1,00] bedzie takie, Ze 1 = % -2
i niech m : R™ — L(X,Y) bedzie silnie mierzalne i takie, ze [ — |m(&)|cxv)] € LT(R”) Wowczaa
me M, (X,Y).

Dowdd. Poniewaz % = % — 1%’ mozemy uzy¢ nieréwnosci Holdera i zalozen na X i Y, by otrzymacd
1T (Dl aensyy S ImF (D per @iy S NF Do @nx) S N lle@nix)
dla kazdego f € S(R™; X). O

Zauwazmy, ze zalozenie na m jest spelnione, gdy istnieje € > 0, takie ze

(4.19) “HmET D m(©) | exyy < o0,

dajac tym samym przedluienie (4.17) ze strata rzedu e.

Nasz drugi wynik zawiera inny analog warunku (4.17). Jego wynik jest blizej zwiazany z podejsciem
w przypadku skalarnym i uzywa pojeé¢ typu i kotypu przestrzeni Banacha (poréwnaj [47]). Mimo
ze nie mozemy polegaé¢ bezposrednio na twierdzeniu Plancherela gdy X i Y nie sg przestrzeniami
Hilberta, Kalton i Weis zauwazyli, ze istnieja sposoby na wprowadzenie struktury przestrzeni Hilberta
na ogdlnych przestrzeniach Banacha. Dokladniej rzecz ujmujac, uzywamy w tym celu teorii operatoréw
~v-radonujgcych (poréwnaj [50, 78]), wykorzystujacej przestrzenie funkcyjne v(R™; X) i v(R™;Y), na



ktérych dostepne sa odpowiedniki twierdzenia Plancherela, jak réwniez inne wilasnosci pochodzace
z przypadku przestrzeni Hilberta. Co wiecej, przy zalozeniach na typ i kotyp X i Y wspomniane
~-przestrzenie zanurzaja sie w klasycznych skalach H;(]R”; X) i H };(R”; X)) przestrzeni potencjaléw
Bessela [79]. Wéwezas uzywajac podobnego argumentu co w (4.18), mozna udowodnié¢ nastepujacy
wynik - Twierdzenie 3.18 w (R4).

Twierdzenie 4.2. Niech X Y bedq przestrzeniami Banacha, takimi ze X ma typ po € (1,2], a Y ma
kotyp qo € [2,00). Niech p € (1,pg) i ¢ € (qo,0) oraz niech m : R" \ {0} — L(X.,Y) bedzie silnie
mierzalne, takie Ze zbior

(4.20) {le"G=3m(e) |¢ € R"\ {0}} C L(X,Y)

jest R-ograniczony. Wowczas m € My, o(X,Y). Jeslipg = 2 lub qo = 2, to mozemy przyjeé odpowiednio
p=po lub g = qp.

Zalozenia na typ i kotyp w Twierdzeniu 4.2 sa (z dokladnoscia do straty rzedu ¢) konieczne (po-
réwnaj Rozdzial 3.6 w (R4)). Zalozenie R-ograniczonosci na (4.20) stosuje sie, aby mieé¢ pewnosé,
ze przemnazanie przez m odwzorowuje v(R™; X) w v(R™;Y). Zalozenie to jest réwniez konieczne w
og6lnym przypadku. Jednakze jesli X =Y i m jest symbolem o wartosciach skalarnych, dziatajacym
na X przez mnozenie, to warunek R-ograniczonosci na (4.20) redukuje sie do zalozenia (4.17) dzieki
zasadzie kontrakcji Kahane’a. Okazuje sig, ze nawet dla takich mnoznikéw o wartosciach skalarnych
Twierdzenic 4.2 bylo nowoscia w przypadku wartosci wektorowych.

Nie jest jasne, czy mozemy przyja¢ p = po lub ¢ = g9 w Twierdzeniu 4.2 odpowiednio dla py <
2 lub g > 2. Stad wynik ten wydaje sie dawaé podobna strate rzedu e w odniesieniu do (4.17)
co Stwierdzenie 4.1 i z dodatkowym zalozeniem R-ograniczonosci. Jednakze mimo iz pojecia typu
Fouriera, typu i kotypu sa blisko zwiazane, nie sa one tozsame. Przyktadowo jesli X = L7(2) dla
przestrzeni miary Q i o € [1,00), to X ma typ Fouriera p = min(c,¢’), typ po = min(c, 2) i kotyp go =
max(o’,2). Oznacza to, ze dla przestrzeni Lebesgue’a, ktére pojawiaja sie najczesciej w zastosowaniach,
zalozenie na zanik m w Twierdzeniu 4.2 jest wyraznie slabsze niz to w Stwierdzeniu 4.1.
Przestrzenie Besova. Mozliwym jest unikniecie straty rzedu ¢ w (4.19) i Twierdzeniu 4.2 dzieki prze-
strzeniom Besova o wartosciach wektorowych (po wiecej informacji na ich temat poréwnaj np. [2]).
Mnozniki Fouriera o wartosciach operatorowych na przestrzeniach Besova byly badane w [34,16], ale
tam symbole spelniaja warianty twierdzenia Mikhlina, a operatory dzialaja miedzy przestrzeniami
B, ,(R"; X) a By (R Y) dlas € Rip,v € [L,o0]. Spojrzenie to mozemy rozumie¢ jako odpowiednik
przestrzeni Besova mnoznikéw Fouriera (LP, LP), choé¢ na przestrzeniach Besova warunek UMD nie gra
zadnej roli [2] i we wspomnianych pracach jest zastapiony przez zalozenia na typ Fouriera bazowych
przestrzeni.

W (R5) Veraar i autor otrzymali odpowiedniki naszych wynikéw dotyczacych mnoznikéw Fouriera
(LP, LY) dla przestrzeni Besova. Ponownie rozpatrujemy zaréwno zalozenia na typ Fouriera przestrzeni
bazowych, jak i zalozenia na typ i kotyp. Szczegdlny przypadek naszego wyniku jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.3. Niech X ¢ Y bedq przestrzeniami Banacha, takimi e X ma typ p € [1,2], a Y ma
kotyp q € [2,00]. Niech m : R"\ {0} — L(X,Y") bedzie silnie mierzalne i takie, ze zbidr

(4.21) {m(©) € e R"\ {0}} C L(X,Y)
jest R-ograniczony. Wowczas Ty, : B;U(R";X) — B;;n(;_a)(R";Y) jest ograniczony dla kazdego

seR ive[l,00].

Zauwazmy, ze istotnie nie otrzymujemy e-straty w (4.21) w odniesieniu do zalozent geometrycznych
na X i Y. De facto przy uzyciu zanurzen miedzy przestrzeniami Besova a przestrzeniami potencjaléw
Bessela Twierdzenie 4.3 daje twierdzenie o mnoznikach (LP, L9), ktére dotyczy krytycznych wyklad-
nikéw p = pg i ¢ = qo w Twierdzeniu 4.2, ale zawiera ono silniejszy warunek niz (4.20) (poréwnaj
Twierdzenie 4.6 w (R5)). Z drugiej strony, uzywajac zanurzenia Bg’l(R;X) C LY(R; X) przy zaloze-
niach Twierdzenia 4.3, natychmiast otrzymujemy

(5-1)

(4.22) T By *(R;X) = LUR;Y).
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Mozemy takze znalezé odpowiednik Stwierdzenia 4.1 w (R5), ponownie przy zalozeniach na typ Fo-
uriera.

Dowdd Twierdzenia 4.3 ponownie uzywa struktury przestrzeni Hilberta, ktéra jest uchwycona przez
przestrzenie v(R™; X) i v(R™;Y). Jednakze e-strata w zanurzeniach tychze przestrzeni w skale prze-
strzeni potencjaléw Bessela, ktora z kolei daje strate w Twierdzeniu 4.2, nie pojawia sie dla funkcji ze
zwartym noénikiem Fouriera. Poniewaz norma przestrzeni Besova zawiera sumowanic po LP-normach
funkeji z nosnikiem Fouriera w diadycznych pierscieniach kolowych, mozemy otrzymaé ostrzejsze wy-
niki na zanurzenia y-przestrzeni w skale przestrzeni Besova [19]. To z kolei pozwala na zaostrzenie w
Twierdzeniu 4.3.

Poza mozliwoscia rozwazenia krytycznych wyktadnikéw, ktore sa czesto nieosiagalne w skali
przestrzeni potencjaléw Bessela, sa tez inne integralne zalety rozwazania przestrzeni Besova. Przy-
kladowo, ogdlnie rzecz ujmujac, orbity wagowe Cy-grup sa elementami przestrzeni Besova, gdy dane
poczatkowe pochodza z odpowiedniej przestrzeni interpolacji. Fakt ten zostal powiazany z twierdzenia-

mi o mnoznikach Fouriera na przestrzeniach Besova przez Haasego i autora w [39] oraz przez autora w
(R10) ponizej, aby udowodnié nowe wyniki w teorii rachunku funkcyjnego. Twierdzenia o mnoznikach
Fouriera na przestrzeniach Besova uzyte w [70] pochodza z (R5).

4.7. Cel (02). Po udowodnieniu twierdzeri dla mnoznikéw Fouriera (LP, L?) o wartodciach operato-
rowych nastepnym krokiem jest zastosowanie ich do Problemu (P1), jak to zostalo zrobione w (R3).

Mnozniki Fouriera. Naszym pierwszym gléwnym narzedziem jest nastepujacy zwiazek miedzy wy-
kiadnicza stabilnoscia a mnoznikami Fouriera (LP,L?). Jest to szczegblny przypadek ogdlniejszego
wyniku (poréwnaj np. [54] lub Twierdzenie 5.3 w (R3)).

Stwierdzenie 4.4. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupg z generatorem A na przestrzeni Banacha X.
Niech w' € R bedzie takie, ze X € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > v’ oraz

(4.23) sup  [[R(X, A)l[z(x) < oo
Re(\)>w’

Niech a > 0. Wowczas nastepujgce warunki sq sobie rownowazne:

(1) Dla kaidego w > w' istnieja p,q € [1,00], takie Ze operator mnoznika Fouriera z symbolem
& R(w+ i€, A) jest ograniczony z LP(R; D((—A)%)) do LY(R; X);

(2) Dla kaidego w > W' istnieje C > 0, takie ze |T(t)z||x < Ce “!||z|p((—a)e) dla kazdego
x € D((-A)*) it >0.

Jak zostalo wspomniane w Rozdziale 4.2, argument szeregu Neumanna pokazuje, ze (4.23) zachodzi
dla pewnych w’ < 0 jesli (T(t))¢>o0 jest jednostajnic ograniczony i supeep [|1(i€, A)||£(x) < o0.

Dowéd implikacji (1)=-(2) wynika z zarysu przedstawionego w rozdziale 4.3 z nastepujacymi
uwagami dodatkowymi. Po pierwsze, poniewaz nie zakladaliémy w Stwierdzeniu 4.4, ze (T'(t))¢>0
jest jednostajnie ograniczona, musimy wybraé¢ @ > 0 w (4.11) i (4.12), takie ze (e “*T'(t));>0 jest
wyktadniczo stabilna. Co wiecej, mozna pokazaé, ze jesli zachodzi (1), to mnoznik Fouriera z sym-
bolem jak w (4.11) jest de facto ograniczony z LP(R; D((—A)®)) N LY(R; D((—A4)®)) do L¥(R; X).
Poniewaz f zdefiniowane jak w (4.12) jest elementem LP(R; D((—A)%)) N LY(R; D((—A)%)), (4.13)
koniczy wéwezas dowdd. Implikacja (2)=-(1) wynika z (4.3) 1 nieréwnosci Younga dla konwolugji.

Stwierdzenie 4.4 wydaje sie dawaé narzedzie do rozwiazania Problemu (P1). Jednakze zastosowania
Stwierdzenia 4.4 przede wszystkim skupialy sie na prébach ustalenia (1) z p = ¢, a w tym wypadku
istniejace twierdzenia o mnoznikach Fouriera nie daja uzytecznych wnioskéw dla « € (0,1). Z drugiej
strony techniki wyksztatcone do Celu (O1) pozwalaja podejsé do tegoz problemu w nowatorski sposéb.

Aby méc zastosowaé wyniki Celu (O1), takich jak Stwierdzenie 4.1 czy Twierdzenie 4.2, musimy
otrzymaé wystarczajacy zanik symbolu & — R(w—+i¢, A) jako operatoraz D((—A)%) do X. Na pierwszy
rzut oka (4.23) nie wydaje sie dawaé jakiegokolwiek zaniku. Jednakze istotnie taki otrzymujemy w
konsekwencji nastepujacego lematu (poréwnaj np. [30, Lemat 3.3] lub Stwierdzenie 3.4 w (R3)), ktére
jest naszym drugim gléwnym narzedziu do badania Celu (02).
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Lemat 4.5. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupa z generatorem A na przestrzeni Banacha X. Niech
w' € R bedzie takie, Ze A € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > w' oraz

(4.24) sup  [[R(X, A)ll£(x) < oo.
Re(\)>w’

Wowczas dla wszystkich w > w' i a € [0, 1] istnieje C > 0, takie Ze
(4.25) |R(w + &, Al £(p((—a)+),x) < CA+ )~
dla kazdego &€ € R.

De facto (4.24) i (4.25) sa réwnowazue, ale potrzebowaé bedziemy jedynie implikacji w Lemacie 4.5.
Podobne stwierdzenie zachodzi, gdy zamienimy jednostajne ograniczenia na R-ograniczenia. Lematu
4.5 mozna dowiesé¢ oszacowujac wartosci catek brzegowych, ktére pojawiaja sie w przedstawieniu
rezolwenty w jezyku rachunku funkeyjnego.

Konkretne wyniki. DotarliSmy do momentu, w ktérym mozemy potaczyé¢ wszystkie narzedzia, otrzy-
mujac w ten sposéb nastepujace nowatorskie podejscie do Problemu (P1):

(1) Uzycie Lematu 4.5 do otrzymania zaniku rezolwenty jak w (4.25);
(2) Zastosowanie twierdzen o mnoznikach Fouriera z Rozdzialu 4.3 do symbolu & — R(w'+i€, A) €
L(D((=A)%), X);
(3) Uzycie Stwierdzenia 4.4, aby wywnioskowaé, ze | T(t)z]lx < e™“!||z| p(—a)~) dla pewnych
w < 01 wszystkich z € D((—A)*) it > 0.
Zauwazmy, ze tempo zaniku wymagane w twierdzeniach Rozdziatu 4.6 zalezy od geometrii X (dzie-
dziny ulamkowe D((—A)%) dziedzicza ta geometrie), ktéra z kolei okredla warto$é a w (3).
Jednym z wynikéw, jakie otrzymujemy w ten sposéb przy uzyciu Stwierdzenia 4.1, jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4.6. Niech (T'(t)):>0 bedzie Co-pdlgrupq z generatorem A na przestrzeni Banacha X z ty-
pem Fouriera p € [1,2]. Zaldzmy, ze X\ € p(A) dla kazdego N € C z Re(\) > 0 oraz ze
SUPRe(n)>0 1A, Al £(x) < 00. Wowcezas istnieja C > 0 iw < 0, takic Ze

4.26 Tzl x < Ce |z 1
(4.26) 1T()z||x < [ I\D((_A)p )

dla wszystkich © € D((—A)%_ﬁ) it>0.

Czytelnik mégl zauwazyé, ze jesi p € (1,2), to Stwierdzenie 4.1 daje jedynie
[T(t)zl|x < Ce“!|z|lp(—ay) dla 1 > a > 1 — L. Jednakze zachodzi lemat ciaglosci (poréw-
naj [30, Lemat 3.5] lub Lemat 5.1 w (R3)), ktéry implikuje (4.26), a przypadek p = 1 mozna pokazaé
osobno. Twierdzenie 4.6 otrzymano oryginalnie w [82], a w [80] zostalo ono udowodnione przy wyko-
rzystaniu podejscia podobnego do naszegu, ale uzywajac wariantu twierdzenia Mikhlina o mnoznikach
na przestrzeniach Besova. Nasz dowod opiera si¢ o znacznie prostsze Stwierdzenie 4.1.

Twierdzenie 4.2 z kolei daje wariant Twierdzenia 4.6 przy zalozeniach na typ i kotyp bazowych
przestrzeni Banacha oraz przy zalozeniu R-ograniczonosci rezolwenty (poréwnaj Twierdzenie 5.4 w
(R3)). Wynik ten otrzymano w [77], uzywajac innego podejscia. Nasze metody daja dodatkowe wyniki,
np. dla dodatnich pétgrup, z ktérych niektére bylty udowodnione wezesniej w inny sposéb, a niektére
sa nowe.

4.8. Cel (03). PokazaliSmy, ze mnozniki Fouriera (LP, L9) daja ujednolicony sposéb na podejscie do
problemu wykladniczej stabilnosci, jak i upraszczaja wiele zasadniczo réznych dowodéw. Jednakze
zwigzek miedzy mnoznikami Fouriera a teoria stabilnosci wykladniczej, jak réwniez wiekszos¢ wyni-
kéw dotyczacych stabilnosci, ktére otrzymalismy naszymi metodami, byly juz wczeséniej znane. Nie jest
juz tak jednak w przypadku doprecyzowanych temp zaniku w Problemie (P2). Przykladowo nie bylo
jasne, jak teoria mnoznikéw Fouriera wiaze sie z wielomianowymi tempami zaniku dla orbit pélgrupy
z wartosciami poczatkowymi w dziedzinie odpowiedniej utamkowej potegi generatora. Jednym z glow-
nych osiagnie¢ (R3) bylo powiazanie stabilnodci wielomianowej z mnoznikami Fouriera (LP, LY) oraz
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pézniejsze polaczenie tegoz zwiazku z twierdzeniami Celu (O1), by otrzymaé konkretne wielomianowe
tempa zaniku, ktére uwzgledniaja geometrie przestrzeni bazowych.

W tym rozdziale, podobnie jak w Problemie (P2), rozwaza¢ bedziemy Co-pdlgrupy (T'(t))i>0 z ge-
neratorem A , takie ze A € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > 0. Jednakze tym razem nie bedziemy
ograniczaé si¢ do przypadku supgeg || R(i€, A)||2(x) < oo. Jak wspomnielismy w Rozdziale 4.4, zabu-
rzone réwnania falowe generuja pélgrupy, gdzie zamiast tego mamy ||R(i&, A)||z(x) =~ (1 + [¢])? dla
pewnego 8 > 0 i wszystkich £ € R oraz gdzie spodziewamy sie zaobserwowaé¢ wielomianowe tempa
zaniku dla orbit ¢ — T'(t)z jesli z € D(A). De facto (R3) skupia sie takze na przypadku, gdy 0 € o(A)
i rezolwenta wybucha wielomianowo w otoczeniu zera, ale dla prostoty nie bedziemy tu rowazaé tego
przypadku.

Mnozniki Fouriera. Okazuje sie, ze z takimi doprecyzowanymi formami zachowania asymptotycznego
mozemy poradzi¢ sobie w podobny sposéb co w Rozdziale 4.7, cho¢ aby tego dokona¢, musimy zmo-
dyfikowaé Stwierdzenie 4.4 i Lemat 4.5. Przedluzenie Stwierdzenia 4.4, tj. Twierdzenie 4.6 w (R3),
wyglada nastepujaco.

Twierdzenie 4.7. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupa z generatorem A na przestrzeni Banacha X.
Zatézmy, ze istniejg 8,C" > 0, takie Ze X € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > 0 oraz

(4.27) IR A)ll2x) < C'(1+ AN

Niech o > 0 i n € Zy. Wowczas nastepujace warunki sq rownowazne:

(1) Dla kazdego k € {1,...,n+ 1} istniejg p,q € [1,00], takie Ze operator mnoznika Fouriera z
symbolem & — R(i&, A)* jest ograniczony z LP(R; D((—A)®) do LY(R; X);
(2) Istnicje C > 0, takie ze ||T(t)x]|x < Ct™"||z||p((—a)~) dla wszystkich v € D((—A)*) it > 1.

W przeciwieristwie do charakteryzacji stabilnosci wykladniczej w Stwierdzeniu 4.4, Twierdzenie 4.7
wydaje sie by¢ nowym wynikiem. Zauwazmy, ze wykladnik § w Twierdzeniu 4.7 nie jest zbyt istotny
- musimy jedynie zalozy¢, ze rezolwenta rosnie co najwyzej wielomianowo.

W celu udowodnienia Twierdzenia 4.7 postepujemy analogicznie do dowodu Stwierdzenia 4.4. Dla
implikacji (1)=(2) zauwazamy, ze

1 d"

>~ —i&tyn _ -
(4.28) /O T (adt =

o0

/ e () dt = nl(i€ + A) T e

0

dla kazdego £ € R i odpowiednich z € X, co wynika z (4.3). Ponadto mozemy wykorzystaé fakt, iz
(1) zachodzi dla kazdego k € {0,1,...,n + 1}, aby pokazaé, ze mnoznik Fouriera z symbolem £
R(i€, A"+ jest ograniczony z L*(R; D((—A)%) N LP(R; D((—A)%) do L*(R; X) (de facto uzywamy
tu jedynie sformulowania dla k € {n —1,n,n+ 1} NN). Wéwczas ponownie definiujemy f jak w (4.12)
1 uzywamy tozsamosci rezolwenty oraz (4.28), by uzyskaé (2). Implikacja (2)=-(1) znowu bazuje na
zastosowaniu nieréwnosci Younga.

Dzieki przeskalowaniu Twierdzenie 4.7 de facto uogdélnia Stwierdzenie 4.4. Jednakze w odréznieniu
do przypadku stabilnosci wykladniczej w Rozdziale 4.7, gdzie mnozniki Fouriera (L?,L%) z p # ¢
byly uzyte do uzyskania konkrentych oszacowan zaniku ze Stwierdzenia 4.4, tutaj przypadek p # ¢
jest wrecz konieczny dla charakteryzacji stabilnosci wielomianowej przy uzyciu mnoznikéw Fouriera.
Istotnie wiadomo, ze dowolny ograniczony mnoznik Fouriera (LP, LP) ma jednostajnie ograniczony
symbol, podczas gdy zaburzone réwnania falowe generuja jednostajnie ograniczone pélgrupy, dla kté-
rych ||R(i€, A)|lz(x) nie jest jednostajnie ograniczona. Dla takich pétgrup i dla n = a = 0, (1) nie
moze zachodzié, jedli p = ¢, podczas gdy (2) zachodzi. Z drugiej strony tatwo zauwazyé, ze jesli (1)
zachodzi dla pewnych p, q € [1, o0], to zachodzi takze dla p =11 ¢ = oo.

Majac teraz do dyspozycji Twierdzenie 4.7, mozemy przejé¢ do kolejnego kroku, tj. przedluzenia
Lematu 4.5 do ogdlniejszego przypadku, kiedy to rezolwenta nie musi by¢ jednostajnie ograniczona.
Odpowiadajace przediuzenie wyglada nastepujaco.
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Stwierdzenie 4.8. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupq z generatorem A na przestrzeni Banacha X.
Zatézimy, ze istniejq 8,C" > 0, takie Ze X € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > 0 oraz

(4.29) 1RO A)lleex) < C'(1+ D7,
Wowczas dla kazdego o € [0, 1] istnieje C > 0, takie Ze
(4.30) 1RGE, A)ll 2(p((—ay+py,x) < C(L+ €))7

dla wszystkich & € R.

Ponownie, (4.29) jest de facto réwnowazne (4.30).

Konkretne wyniki. Mozemy teraz powtérzy¢ procedure z Rozdziatu 4.7:
(1) Uzycie Stwierdzenia 4.5, by otrzymaé zanik rezolwenty jako operatora z D((—A)7) do X dla
pewnego v > 0;
(2) Zastosowanie twierdzei o mnoznikach Fouriera z Rozdzialu 4.3 do symbolu & — R(w' +
i€, A)* € L(D((—A)), X) dla kazdego k € {1,...,n+1};
(3) Uzycie Stwierdzenia 4.4, by wywnioskowaé, ze ||T'(t)z||x <t "||z| p((—a)v) dla pewnego y > 0
i wszystkich z € D((—A)7) it > 1.

Jak wspomnieli§my wczesniej, w (2) potrzebujemy jedynie rozwazyé k € {n—1,n,n+1} NN, ale w
licznych zastosowaniach nie ma to znaczenia, gdyz wyraz dla k = n+1 jest najbardziej problematyczny.
Istotnie aby zastosowaé twierdzenia o mnoznikach Fouriera z Rozdzialu 4.6, dla odpowiedniego o €
[0, 1], musimy wybraé v > 0, by

IR(i&, Al cp(-ayrx) S (1+1€) 7
dla wszystkich 1 <k <n+11¢ € R. Stwierdzenie 4.8 daje supgcg [ R(4€, A)A_BHE(X) < 00. Stad

sup || R(i&, A)* | p(—ay—e),x) < sup |\R(’i§7A)A_5||]Z&) < oo
§ER E€ER

Nastepnie, stosujac Stwierdzenie 4.8 do obciecia A do D((—A)*~D8)  otrzymujemy

IR(i&, A)¥|| (D= aypora x) < IRGE AVl gip—ayoe—ns x) IR(E, A)ll (D= ayes+a,p((— a)0-)
SA+En

dla wszystkich 1 < k <n+11i¢ € R. Laczac to oszacowanie z krokami (1), (2) 1 (3) oraz uzywajac
lematu interpolacji (poréwnaj Lemat 4.2 w (R3)) do poradzenia sobie z faktem, iz Twierdzenie 4.7
zawiera jedynie n € Z, docieramy do nastepujacego wyniku, Wniosku 4.11 w (R3).

Twierdzenie 4.9. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-polgrupg z generatorem A na przestrzeni Banacha X.
Zatozmy, Ze istniejq 3,C" > 0, takie ze X € p(A) dla kaidego X € C zRe(X) > 0 oraz [|[R(A, A)|£(x) <
C'(1+ |A|)?. Wéwczas dla kazdego s > 0 istnieje C > 0, takie ze

1T (t)zllx < Ct*||zll p—aye+ney
dla kazdego © € D((—A)HD8) ¢ > 1,

Twierdzenie 4.9 jest ostre z dokladnoscia do ewentualnej e-straty. Ogdlniejsze wyniki zachodza przy
zalozeniach na typ Fouriera, typ i kotyp, ale nawet Twierdzenie 4.9 wydaje si¢ byé nowym wynikiem.
Wariant Twierdzenia 4.9 na ogélnych przestrzeniach Banacha mozna znalezé w [12], a w [72] mozna
znalezé pewne wyniki dotyczace dychotomii wielomianowych przy zalozeniach na typ Fouriera. W (R3)
mozna ponadto znalezé wariant Twierdzenia 4.9 zawierajacy wybuch wielomianowy rezolwenty w
zerze dla pélgrup analitycznych, przy czym de facto wariant ten zachodzi w ogdlniejszym przypadku
polgrup asymptotycznie analitycznych, ktére zawieraja w sobie pélgrupy rézniczkowalne. Mimo ze
teoria stabilnosci wykladniczej dla pélgrup analitycznych jest znana i stosunkowo prosta, nie wydaje
sie to prawda dla wielomianowych temp zaniku i zgodnie z wiedza autora analog Twierdzenia 4.9 dla
polgrup analitycznych i wybuchu rezolwenty w zerze jest nowym wynikiem.
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Zauwazmy, ze Twierdzenie 4.9 nie wymaga zalozern na wzrost pélgrupy - wymaga jedynie infor-
macji spektralnych o generatorze. Pouczajacym wydaje sie poréwnanie tegoz wyniku z twierdzeniem
Gearharta-Priissa i jego uogélnieniami. Przykladowo niech (T'(t)):>0 bedzie Co-péigrupa z genera-
torem A na przestrzeni Hilberta X. Zalézmy, ze A € p(A4) dla kazdego A € C z Re(\) > 0 oraz
SUPRe(N)>wr [[B(A; A)ll2(x) < 0o dla kazdego w' > 0. Wowszas przeskalowany wariant Twierdzenia 4.6
z p =2 daje

IT®)ll o) S e llallx
dla wszystkich w’ > 0, z € X it > 0. Wynika to takze z przeskalowanego wariantu Twierdzenia 4.9
z 3 = 0. Z drugiej strony jesli iR C p(A) i jedli wiemy, ze rezolwenta wybucha wzdtuz osi urojonej w
pewnym tempie wielomianowym, to Twierdzenie 4.9 okresla dziedziny ulamkowe, dla ktorych odpo-
wiadajace orbity pélgrupy sa ograniczone (dla s = 0) lub nawet zanikaja wielomianowo. Stad wyniki
tego rozdziatu poprawiaja te z Rozdziatu 4.7, oferujac dodatkowe i doprecyzowane informacje.

Jak juz wskazywalidmy, wariant Twierdzenia 4.9 zachodzi w przypadku, gdy generator ma wybuch
rezolwenty w zerze lub w zerze i nieskoniczono$ci jednoczesnie. De facto te same metody pozwolityby
rozwazy¢ dowolna skoniczona liczbe punktéw spektralnych na osi urojonej i oczywiscie mozemy takze
przesunaé generator.

4.9. Cel (04). W poprzednim rozdziale poprawilismy wyniki o stabilnosci wyktadniczej z Rozdziatu 4.7
dzieki otrzymaniu wielomianowych temp zaniku, majac bardziej precyzyjne informacje o zachowaniu
rezolwenty, gdy zbliza sie ona do nieskoniczonosci (lub zera) wzdtuz pojedynczej prostej urojonej. W
tym rozdziale poprawimy wyniki Rozdzialu 4.7 w inny sposéb. Nie bedziemy zakladaé, ze os urojona
jest zawarta w zbiorze rezolwenty generatora, ale przyjmiemy jedynie, ze wiadomo, ja rezolwenta
wybucha wzdluz prostych urojonych, gdy proste te zblizaja si¢ do osi urojonej. W tym przypadku
zamiast otrzymania temp zaniku dla orbit pélgrupy w dziedzinach ulamkowych, mozemy jedynie mieé
nadzieje na doprecyzowanie zachowania wzrostu orbit, ktére opisaliSmy w Rozdziale 4.7. W (R2)
pokazaliémy, ze problem ten ponownie moze byé zwiazany z teoria mnoznikéw Fouriera (LP,L9) i w
konsekwencji mozemy po raz kolejny otrzymaé konkretne doprecyzowania temp wzrostu.

Opis problemu. Wyjasnimy tenze opis dokladniej rozwazajac najpierw nieco odmienny problem. Niech
(T'(t))t>0 bedzie Co-pdigrupa z generatorem A na przestrzeni Banacha X i zalézmy, ze A € p(A) dla
kazdego A € C z Re(A\) > 0. Czesto chcielibySmy wiedzieé, czy péigrupa (T'(t))i>0 jest jednostajnie
ograniczona. Twierdzenie generacyjne Hillego-Yosidy daje na to konieczny i dostateczny warunek:
istnieje C' > 0, takie ze
C
n
(4.31) RN A)" [ cx) < W

dla wszystkich n € Ni A € C z Re(\) > 0. Mimo ze rezolwenta jest bardziej przystepna niz sama
pélgrupa, (4.31) wymaga oszacowania dla wszystkich poteg rezolwenty, co jest niedogodnieniem w
wielu zastosowaniach. Z drugiej strony, (T'(t)):>0 jest $ciagalna wtedy i tylko wtedy, gdy

1
4.32 RN A < —
(432) 1RO Dlle0 < oy
dla kazdego A € C z Re(\) > 0. Jest to oczywiscie duzo wygodniejszy do sprawdzenia warunek niz
(4.31).

Naturalnym wydaje sie pytanie, co mozna powiedzie¢ o (T'(t));>0 majac nastepujacy warunek
posredni miedzy (4.31) a (4.32): istnieje C' > 0, takie ze

C
4.33 R\, A <=
(4.33) IR Dllecs) < gy
dla kazdego A € C z Re(\) > 0. Warunek ten wprowadzono w [52] i jest on obecnie nazywany warun-
kiem Kreissa. Jedli X jest przestrzenia Hilberta, to gwarantuje on, ze ||T(t)||z(x) rosnie co najwyzej
liniowo gdy ¢ — oo, za$ dla ogdlnej przestrzeni Banacha X ||T'(t)||z(x) moze rosna¢ wykitadniczo gdy
t — oo (poréwnaj [29]).



15

W réznych zastosowaniach spotykamy pélgrupy (7'(t))s>o0, takie ze [|T(t)|| £ (x) rosnie wielomianowo,
gdy t — oo 1 powyzszy opis sugeruje pytanie o to, jak takie precyzyjne zachowanie wzrostowe jest
zwiazane z oszacowaniami na rezolwente. Dokladniej rzecz ujmujac, obierzmy niemalejace g : (0,00) —
(0,00), takie ze

1
4.34 R\, A < (—)
(1.31) 1RO Dleco < o
dla kazdego A € C z Re(\) > 0. Spodziewamy sie, ze tempo wybuchu rezolwenty w (4.34) jest
powiazane ze wzrostem stowarzyszonej polgrupy, jak jest to w przypadku warunku Kreissa (4.33)
(przynajmniej na przestrzeniach Hilberta). W ogdlnodci istotnie tak jest, co pokazalismy w (R2).

Mnozniki Fouriera. Aby powiazaé (4.34) z tempami wzrostu stowarzyszonej pélgrupy, stosujemy te
same metody co w Rozdzialach 4.7 i 4.8. Najpierw laczymy doprecyzowane tempa wzrostu dla pé6l-
grupy i whasnosci mnoznikéw Fouriera (LP, L?) rezolwenty, tym razem wzdluz prostych urojonych.
Przypomnijmy z (4.9), ze [[m|a, ,(xv) = Tmllcor @ x),0ar;y)) jest norma mnoznika symbolu
m:R—= L(X,Y).

Twierdzenie 4.10. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupg z generatorem A na przestrzeni Banacha X.
Zatéimy, ze A € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > 0 i niech o > 0. Zatdimy, ze istniejg niemalejace
g : (0,00) = (0,00) i p,q € [1,00], takie ze [ — R(w + i, A)] € M, ((D((—A)%),X) dla kazdego
we (0,1] z

(4.35) [€ = Blw+ i€ Al vp - amayn < 9(2):

Wowczas istnieje C > 0, takie ze
(4.36) [T®)zllx < Cg@®)llzllp(1-ay~)
dla wszystkich © € D((1 — A)*) it > 1.

Zauwazmy, ze skoro nie zalozyliSmy, ze 0 € p(A), musimy badaé (1 — A)2.

Stala C' w (4.36) moze byé¢ podana dokladnie. Implikacja odwrotna z (4.36) do (4.35) réwniez
zachodzi, ale jej sformulowanie jest nieco mniej przystepne. Odwolujemy czytelnika do Twierdzenia
3.11 w (R2) dla sformulowania odwrotnego w przypadku wielomianowego g, ktérego dowodu mozna
uzy¢ takze dla ogdlniejszego g. Jak wczesdniej, polega on na nieréwnosci Younga.

De facto udowodniliSmy juz wiekszos$é twierdzenia dowodzac Stwierdzenia 4.4, ktére to z ko-
lei polegalo na argumentach naszkicowanych w Rozdziale 4.3. Istotnie przy zalozeniach twierdzenia
operator mnoznika Fouriera z symbolem ¢ + R(w + &, A) jest ograniczony z L'(R; D((—A)%)) N
LP(R; D((—A)*)) do L>(R; X) z norma operatora, ktéra mozemy oszacowaé w zaleznosci od g(2).
Wéwezas (4.13) daje

le™' T()zllx < 9(5) 12l pi—ay
dla z w odpowiedniej gestej podprzestrzeni i wszystkich ¢ > 0. Mozemy teraz przyjaé¢ w := 1/t, by
otrzymaé pozadany wniosek.

Konkretne wyniki. Majac do dyspozycji Twierdzenie 4.10, mozemy zastosowaé te same metody co
w poprzednich rozdzialach. Mozemy uzyé (4.34), by pokazaé, ze rezolwenta spelnia zalozenia odpo-
wiednich twierdzen o mnoznikach Fouriera (LP, L?), a wéwczas wyniki te wraz z Twierdzeniem 4.10
implikuja precyzyjne tempa wzrostu orbit pélgrupy. Na przestrzeniach Hilberta procedura ta daje
nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.11. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupg z generatorem A na przestrzeni Banacha X.

Zatozmy, ze A € p(A) dla kaidego A € C z Re(X) > 0 ¢ niech g : (0,00) — (0,00) bedzie niemalejace,

takie ze |[R(X, A)||z(x) < g(Re;(A)) dla wszystkich takich X. Wdwczas istnieje C > 0, takie Ze
IT(#)zllx < Cy(t)z]lx

dla wszystkich v € X it > 1.
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Zauwazmy, ze Twierdzenie 4.11 odzyskuje fakt, ze warunek Kreissa (4.33) implikuje, ze stowarzy-
szona poélgrupa rosnie co najwyzej liniowo. Poniewaz wspomniany wzrost liniowy jest ostry z doklad-
noscia do ewentualnej wielomianowej e-straty (poréwnaj [29]), Twierdzenie 4.11 jest takze zasadniczo
ostre w ogélnosci. Twierdzenie 4.11 bylo w wiekszosci zawarte juz w [43], aczkolwiek bez powiaza-
nia z mnoznikami Fouriera. Abstrakcyjne powiazanie do mnoznikéw Fouriera (LP, LP) z wartosciami
operatorowymi uzyskano w [55], choé¢ zwiazek ten jest innej natury niz Twierdzenie 4.10.

Zaleta naszego podejscia, opierajac si¢ na Twierdzeniu 4.10 i twierdzeniach o mnoznikach Fouriera
(LP,L7), jest fakt, iz pozwala ono otrzymaé¢ konkretne przedhuzenia Twierdzenia 4.11 do ogélniej-
szych przestrzeni Banacha i pélgrup. Przykladowo, uzywajac wynikéw Rozdzialu 4.6 i Lematu 4.5,
otrzymujemy a > 0, takie ze

1Tzl x S 9Bzl p1—a))

dla wszystkich z € D((1 — A)*) i t > 1, gdzie « zalezy od geometrii X. W szczegdlnosci, choé¢ na
ogblnych przestrzeniach Banacha pélgrupa (T'(t))s>0 moze rosnaé¢ wykladniczo nawet gdy zachodzi
warunek Kreissa (4.33), warunek ten implikuje, ze orbity t — T(t)z z x € D((1 — A)%) rosna co
najwyzej liniowo, jesli a > 1.

De facto mozemy takze uzy¢ naszego podejécia, by pokazaé, ze wniosek Twierdzenia 4.9 zacho-
dzi dla dodatnich pélgrup na przestrzeniach LP lub przestrzeniach funkcji ciaglych, jak rowniez dla
pélgrup analitycznych (oraz ogdlniej dla péigrup asymptotycznie analitycznych). Dowody tychze wy-
nikéw opieraja si¢ na twierdzeniach o mnoznikach Fouriera (LP, L?), ktérych nie przytoczyliSmy w
Rozdziale 4.6. Twierdzeniem o mnoznikach Fouriera (L?, L?) dla dodatnich pdlgrup jest Stwierdzenie
3.7 w (R2), choé czesé tego sformulowania byla juz zawarta w Twierdzeniu 3.24 7z (R4). Wynik dla
asymptotycznie analitycznych pélgrup opiera sie o twierdzenie o mnoznikach (L', L>°) , ktére mozna
wywnioskowaé z [15].

4.10. Cel (05). Jak dotad wspSlnym czynnikiem w tejze pracy bylo uzycie twierdzeri o mnoznikach
Fouriera (L?, L?), by wywnioskowaé¢ wyniki dotyczace diugofalowego zachowania pélgrup, do ktérych
mozna wnies¢ informacje o geometrii przestrzeni bazowych. W poprzednich rozdzialach nasuwa sie
jednak jeszcze jeden interesujacy pomysl. Dokladniej rzecz ujmujac, dzieki odkryciu zwiazku miedzy
teoriag asymptotyki réwnan ewolucyjnych a analiza harmoniczna w przestrzeniach Banacha, mozemy
rozdzieli¢ strukture pytania o asymptotyke polgrup. Doprowadzilo to takze do nowych wynikéw nt.
potgrup na przestrzeniach Hilberta, gdzie powiazania z analiza harmoniczna i geometria przestrzeni
Banacha sa mnicj zawile. W tym rozdziale oméwimy wyniki dotyczace przestrzeni Hilberta zawarte
w (R1). W tym wypadku nie wskazujemy bezposrednio zwiazku z mnoznikami Fouriera (LP, L) ani w
wynikach, ani w dowodach. Niemniej postaramy si¢ przedstawi¢, jak ten sam wzorzec co poprzednio
lezy u podstaw dowodu gléwnego wyniku.

Sformutowanie gtéwnego wyniku. Rozwazamy tu podobnie jak w Rozdziale 4.4 jednostajnie ograni-
czona Co-péigrupe (T'(t))e>0 z generatorem A na przestrzeni Hilberta X, takim ze iR C p(A). Jak
dotad zaden z naszych wynikéw a priori nie zakladal nic o wzroscie na odpowiadajacych péigrupach i
zalezaly one jedynie od informacji spektralnych o generatorze. Tutaj jednak zalozenie o jednostajnej
ograniczonosci bedzie gralo kluczowa role. Niech

(4.37) M(X) = Sup IRGEE, Allecxy, A=0,

i zalézmy, ze M(A) — oo gdy A — oo (jesli tak nie jest, to z T'wierdzenia 4.6 wynika, ze (T'(¢))s>0 jest
stabilna wyktadniczo). Aby okresli¢ asymptotyke klasycznych rozwiazan stowarzyszonego abstrakcyj-
nego zagadnienia Cauchy’cgo, tj. orbit ¢t — T(t)z z € D(A), musimy uzyska¢ tempa zaniku dla
||T(t)A_1||l;(X) gdy t — o0. Przy oznaczeniach jak w Rozdziale 4.4, na mocy [14] istnieja ¢, C' > 0,
takie ze

C

< |T(t) A1 <
> || ( ) HE(X) = ]\J_l(ct)

log
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dla dostatecznie duzych t. Prawa strona (4.38) jest nieco wieksza niz lewa i celem tegoz rozdziatu jest
okreslenie, dla jakich M (4.38) moze zosta¢ poprawiona do

(4.39) <THA e <

c C

M~1(Ct) M—1(ct)

To drugie oszacowanie pokazaloby z dokladno$cia do stalych, jakie dokladnie jest najlepsze asymp-
totyczne zachowanie, jakiego mozemy oczekiwaé dla ogdlnego klasycznego rozwigzania. Borichev i
Tomilov udowodnili, ze (4.39) zachodzi, jesli M (X\) ~ A dla pewnego 3 > 0 i wszystkich A > 1. Z dru-
giej strony wiadomo, ze (4.39) nie musi zachodzié, jesli M rosnie zbyt wolno, np. gdy M(\) = log()\)
dla A > 2 (poréwnaj [13, Przyklad 5.2]). Stad naturalnym wydaje sie rozwazanie M, ktére nie réznia
sie wiele od wielomianu, jak to zostalo zrobione w [13]. Odpowiadajaca definicja brzmi nastepujaco.

Definicja 4.12. Niech @ > 0 i niech N : [a,00) — (0, 00) bedzie mierzalne. Dla o € R, funkcja N jest
regularnie zmieniajaca sie (o indeksie o), jesli

.
lim NQs) _

o
500 N(s) =A

dla kazdego A > 1. Ponadto N ma dodatni wzrost, jedli istnieja a > 0, ¢ € (0,1] i dodatnie sy > a,
takie ze
N()\s)
> c\®
NG ©°

dla wszystkich A > 11 s > sq.

Zauwazmy, ze funkcja o dodatnim wzroscie zmierza do nieskoriczonosci w tempie co najmniej wie-
lomianowym. Co wiecej, kazda regularnie zmieniajaca sie funkcja o indeksie @ > 0 ma dodatni wzrost.
Asymptotycznie regularnie zmieniajace sie funkcje nie odbiegaja zbyt bardzo od wielomianéw. Przy-
kladowo kazda funkcja postaci N(\) = A*log()\)? dla pewnych a,3 € R i wszystkich A > 2 jest
regularnie zmieniajaca sie. Funkcje tego drugiego typu byly badane przez Batty’ego, Chilla i Tomilova
w [13]. Pokazali oni, Ze przy oznaczeniach jak w (4.37) jesli M spemia warunek M()\) = A*log()\)?
dla pewnych o > 01 8 < 0, to zachodzi (4.39). Otrzymali takze pewne czesciowe wyniki dla 8 > 0.
Udowodnili réwniez, ze jesli (T'(t))¢>0 jest pélgrupa normalna, to (4.39) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy M ma dodatni wzrost. To sprowadza nas do gléwnego wyniku tego rozdzialu - Twierdzenia 1.1
z (R1).

Twierdzenie 4.13. Niech (T'(t))i>0 bedzie jednostajnie ograniczong Co-pdlgrupg z generatorem A na

przestrzeni Hilberta X, takim ze iR C p(A). Niech M(X) = supj¢ <y [[R(i§, A)[|c(x) dla A > 1. Jesli

M ma dodatni wzrost, to istniejg ¢, C' > 0, takie ze
¢

(4.40) ———— < TH)A |z x) <

C
M1(t) M1(t)

dla dostatecznie duzych t.

Zauwazmy, ze (4.40) rézni sie nieco od (4.39), gdyz w (4.40) nie ma zadnych stalych przy ¢. Fakt,
iz M~Y(ct) ~ M~'(t) gdy t — oo dla kazdego ¢ > 0, okazuje si¢ charakteryzowaé klase funkcji z
dodatnim wzrostem - poréwnaj. Stwierdzenie 2.2 w (R1).

Poniewaz zalozenie o dodatnim wzroscie jest konieczne takze, aby zachodzilo (4.40) jesli (T'(t))e>o0
jest pélgrupa normalna (de facto jest ono konieczne dla nieco wigkszej klasy pélerup), Twierdzenie
4.13 calkowicie rozwiazuje hipoteze Batty’ego i Duyckaertsa: klasa M, dla ktérych (4.40) zachodzi dla
dowolnej pétgrupy jak w Twierdzeniu 4.13, pokrywa sie z klasa funkcji o dodatnim wzroscie.

W (R1) mozna znalezé takze poprawki do (4.38) dla klasy funkcji, ktére nie maja dodatniego
wzrostu. Ponadto pokazujemy, ze jesli (T(t))>0 jest pélgrupa normalna, to dla kazdego € > 0 mamy

1—c¢

1
< |IT@A? <
ML) = ITE)A™ | zx) < Y90
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dla dostatecznie duzych t, gdzie Mmax(A) := maxi<s<x M(A/s)log(s) dla A > 1. Mimo to w pozostalej
czesci skupimy sie na dowodzie Twierdzenia 4.13, a czytelnika odsylamy do (R1) po te dodatkowe
wyniki.

Jednostajna ograniczonosé. Aby zrozumieé, dlaczego Twierdzenia 4.13 nie mozna dowie$é przy uzyciu
tych samych metod co w Rozdzialach 4.7, 4.8 i 4.9, pouczajace jest ponowne przyjrzenie sie Twierdze-
niu 4.9. Wynik ten jest prawdziwy bez wstepnych zalozen na wzrost pélgrupy (T'(t)):>0 i dla kazdego
s > 0 mamy

(4.41) 1T (=A)" TPy S5, 21,

Z drugiej strony, jesli zalozymy dodatkowo, ze (T'(t))¢>0 jest jednostajnie ograniczona, to mozemy
polaczyé (4.41) ze wspomniana jednostajna ograniczonoscia, by otrzymac

(4.42) ITOA o) SEFTEDE, > 1

Drugie oszacowanie staje sie lepsze, gdy s — oo, ale dla kazdego s > 0 jest ono stabsze niz (4.38).
Dokladniej rzecz ujmujac, biorac s — oo w (4.42), otrzymujemy gléwny wynik z [12] i mozemy
wtedy polegaé na slabszym wariancie (4.41), ktéry jest prawdziwy takze na ogdlnych przestrzeniach
Banacha. Z drugiej strony, w Przykladzie 4.20 w (R3) pokazano, ze Twierdzenie 4.9 jest zasadniczo
ostre. Oznacza to, ze zalozenie, ze (T'(t)):>0 jest jednostajnie ograniczona, musi gra¢ kluczows role w
Twierdzeniu 4.13 i nie moze by¢ brane pod uwage jedynie poprzez interpolacje z oszacowaniem, ktére
zachodzi rowniez dla nieograniczonych pdigrup.

Zbadajmy teraz pobieznie metode dowodowa, jakiej uzywaliémy w poprzednich rozdziatach. Wéw-
czas kluczowy zwiazek z teoria mnoznikéow Fouriera otrzymaliSmy poprzez zastosowanie mnoznika
Fouriera zawierajacego rezolwente funkcji f z (4.12):

(4.43) (1) = {g_w Tz i i 8

gdzie @ jest dostatecznie duze, azeby (e™“*T'(t));>o byla wykladniczo stabilna, a © € X. Poniewaz
takie @ istnieje dla dowolnej Co-péigrupy (T'(t)):>0, byliSmy w stanie wywnioskowaé sformulowania,
ktére zalezaly jedynie od wlasnosci spektralnych generatora. Z drugiej strony, nieodzowna wada tejze
metody jest to, ze nie bierze ona pod uwage dodatkowych informacji o wzroécie pétgrupy, takich jak
jej jednostajna ograniczono$é.

Mnozniki Fouriera. Skadinad kluczowe narzedzie do dowodu Twierdzenia 4.13 jest zawarte w [13,
Twierdzenie 4.7]. Autorzy zamiast (4.12) uzywaja tam funkcji f, : R — X dla kazdego 7 > 0, ktdra
definiuja w nastepujacy sposéb:

Ttz 0<t<r,
(4.44) fot) = { T Ot <
0 otherwise.

Odwzorowanie B : D(A) — X jest tutaj przemienne z (T'(t)):>0 1 ma wlasnosé

(4.45) Cp:= sup [BR(A)|zx) < oo
Re(A)>0

Zauwazmy, 7ze fr jest jednostajnie ograniczona jedynie dla 7 > 0 z racji zalozenia o jednostajnej
ograniczonosci (T'(t))¢>0. Stad, zalozenie o jednostajnej ograniczonosci jest juz zawarte w fr, cho¢
nie w sposéb bezposredni, a nie bylo tak w przypadku (4.43). Nastepnie niech a > 0 i przyjmijmy
fra(t) :=e " f.(t) dla t € R. Ustalmy ponadto

(4.46) ma(€) == R(a+ i€, A)B, ¢€R,
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i zauwazmy, ze

. tBT(t)r 0<t<rT,
T, (fra)(t) = / e~ T (t)Be® TV i (t)dt = { TBT(H)x t > T,
0 0 t <0,

na mocy (4.2).
Na mocy (4.45) i twierdzenia Plancherela mamy

[ BT Ol < 1T (o) By < CBllrallion = € [ e T 0l

przy czym od teraz piszemy po prostu || - || dla oznaczenia || - ||x. Dalej niech a — 0 i uzywamy
K :=sup;5o [|T(t)| cx) < o0, by otrzymaé

1 T
> [ PIBT@s P < B ol
T Jo

W tym momencie mozemy uzyé wlasnosci pélgrupy i nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza dla y € X:

\(+T(r) Bz, y)| = ‘é/ (1)) B dt,y)| = E/ HT(#) B, T* (7 — t)y) dt

0 0
2 [T 12,2 [T 1/2
< (= 2 2 z DY 2
< (2 [ eiropsipa) (2 [ —oear)
2 T 2 2 1/2 2
< V2K |yl (2 / PIT@Be|dt) " < 205K y].

Zatem ||T(7)z| < 2CpK?||z||/7. Nastepnie jesli M(A) =~ M\ dla A > 1, to Stwierdzenie 4.8 po-
kazuje, ze (4.45) zachodzi z B = A~/ i otrzymujemy ||T(t)A ?||z(x) < 7 !. Dalej interpolacja z
jednostajna ograniczonoscia (7(t))+>o lub odpowiednia ekstrapolacja odzyskuja gléwny wynik z [20]:
IT(T) A lex) S 7717 gdy t — oo

Przedstawiony dowdd giéwnego wyniku z [20], ktéry jest dosé rézny od oryginalnego dowodu w [20],
jest bardzo silny 7z trzech powodéw. Po pierwsze, choé nie zostalo to bezposrednio wspomniane w [13],
laczy on Twierdzenie 4.13 7z teoria mnoznikéw Fouriera. Pozwala to dolaczyé geometrie X poprzez
twierdzenie Plancherela. Przypomnijmy, ze jest to istotne, gdyz wiadomo, ze (4.38) jest ostra na
ogdélnych przestrzeniach Banacha. Po drugie, uzywa on jednostajnej ograniczonosci pélgrupy w jasny
sposéb, zaréwno zakodowanej w funkcji f- z (4.44), jak i przy zastosowaniu nieréwnosci Cauchy’ego-
Schwarza. Jest to istotne, gdyz (4.39) nie zachodzi dla ogélnych nieograniczonych pélgrup. Po trzecie,
uzywa on bezposrednio wlasnosci pélgrupy. To takze jest istotne, gdyz wariant (4.38) zachodzi dla
og6lniejszych funkcji o wartosciach w X i wiadomo, ze analog (4.40) dla takich funkeji psuje sie nawet
na przestrzeniach Hilberta.

Jednakze jest jedna wazna wada wspomnianego dowodu: musimy znalezé B, ktdére spelnia (4.45).
Istotnie nie mozemy bezposrednio zastosowaé twierdzenia Plancherela do rezolwenty, gdyz jest ona
z zalozenia nieograniczona. W przypadku wielomianowego M mozemy polegaé¢ na Stwierdzeniu 4.8 i
uzyé interpolacji, by uzyskaé¢ (4.40), ale dla ogdlniejszych M nie jest jasne, jak nalezy postepowad.
Dokladniej rzecz ujmujac, w [13] autorzy wyksztalcili zaawansowane narzedzia rachunku funkeyjnego,
by zaradzi¢ temu problemowi dla konkretnego M. Nie wiadomo jednak, czy takie podejécie moze
zadzialaé¢ dla ogélnego M o dodatnim wzroscie.

Teoria tauberowska. Dla kontrastu, Batty i Duyckaerts otrzymali (4.38) bez zadnych zalozen na M.
Stad naturalnym wydaje sie badanie ich dowodu w celu okreslenia, jak poradzili oni sobie z problema-
tyczna nieograniczono$cia rezolwenty. Méwiac $cislej, opiszemy modyfikacje ich podej$cia autorstwa
Chilla i Seiferta (poréwnaj [23]). Podczas gdy Batty i Duyckaerts opierali sie w [14] na catkach brzego-
wych, w [23] podejscie tauberowskie zastosowano w srodowisku znacznie blizszemu technikom analizy
fourierowskie;j.
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Gdy zastosujemy go do orbity pdlgrupy

Tt)A e t>0,

t— g(t) :=
9(t) {0 t<0,

dla z € X, dowdd [23, Twierdzenie 2.1] uzywa rozkladu g = ¢r* g+ (1 — ¢g) * g dla R > 0. Element
¢ € LY(R) jest tutaj taki, ze 0 < $ < 1, $(€) = 1 dla [¢] < 1/2 oraz $(€) = 0 dla |[¢| > 1. Ponadto
?r(&) = P(¢/R) obcina sie do obszaru {¢€ € R™ | [£] < R}. Zauwazmy, ze

1 e . _
(447)  g(t) =Tz (9)(t) + (1 = @r) x g(t) = ngenésﬁR(f)R(zé,A)A Yz dé+ (1 —¢r) * g(t)
dla t € R, co wynika z (4.2). Nie bedziemy wchodzié w szczegdly, ale sprytny argument catkowania
przez czesci pokazuje, ze [(1 — ¢g) * g(t)] < 1/R dla wszystkich ¢ > 1. Dla drugiego sktadnika prawej
strony réwniez calkujemy sukcesywnie przez czesci i uzywamy oszacowan postaci

(4.48) /R |GR(ERE, A+ oy de < M(R)F,

by uzyskaé wyrazenie
1
lg@) < 5 ((1+ R)2M(R)%e>/ME + 1)

dla odpowiednich ¢ > 0. Wéwczas dla dostatecznie duzych t wybor R = Mlggl (ct) daje prawa strone
(4.38).

Zbadajmy po krétce niektore aspekty tegoz dowodu. Po pierwsze, sktadnik (1 — pgr) * g odpowia-
da ogonowi rezolwenty o wysokiej czestotliwosci, ktéry zawiera R(i€, A) dla || > R. Skladnik ten
byl problematyczny w powyzszym argumencie, gdyz nie jest on bezposrednio dostepny przy uzyciu
twierdzenia Plancherela. Dowdéd radzi sobie z tymze skltadnikiem w sprytny sposéb.

7Z drugiej strony, przedostatni sktadnik w (4.47) zawiera niskie czestotliwosci £ — R(i€, A). Ponie-
waz z zalozenia ||@r(&)R(i€, A)| c(x)y < M(R), mozemy zastosowaé twierdzenie Plancherela do tegoz
skladnika. W szczegélnosci z dokladnoscia do przesuniecia o a i operatora B, jest to fragment o ni-
skiej czestotliwosci tego samego symbolu co w (4.46), ktéry odgrywal kluczowa role w powyzszym
dowodzie. Niestety skladnik T (g) jest mnoznikiem Fouriera zaaplikowanym do orbity péigrupy za-
miast mnoznikiem Fouriera zawierajacym rezolwente zaaplikowanym do uzytecznej funkcji. Zatem nie
jest jasne, jak nalezy zastosowaé twierdzenie Plancherela. Zamiast tego uzywamy oszacowan wartosci
bezwzglednej podobnie jak w (4.48).

Polgczenie sktadnikéw. Choé oszacowanie z wartodcia bezwzgledna w (4.48) moze wydawaé sie slabe,
sprowadza nas ono z powrotem do teorii mnoznikéw (L?, L?), ktéra lezy u podstaw naszych wynikéw.
Istotnie zauwazmy, ze dla dowolnych m € LY(R; £(X)) i f € L*(R™; X) mamy

T ()|l oo (mix) < ||mf||L1(R;X) < ”m”L](R;E(X))||f||Loo(R;X) < Amllpr@;coon 1l @ x)-

Zatem kazde m € L'(R; £(X)) jest mnoznikiem Fouriera (L'(R; X), L°°(R; X)). Dalej zauwazmy, ze z
dokladnoscia do czynnika k, przesuniecia o a i operatora B, (4.48) jest de facto oszacowaniem mnozni-
ka (L', L>) dla fragmentu o niskiej czestotliwosci symbolu (4.46) mnoznika, ktéry odgrywal kluczowsa,
role w dowodzie [13, Twierdzenie 4.7]. Aby uzyskaé ostateczny zwiazek z reszta pracy, zauwazmy ze
Stwierdzenia 4.1 i Twierdzenia 4.2 (poréwnaj takze z uwaga przed Stwierdzeniem 4.8), ze zwykle
mozemy jedynie oczekiwaé oszacowari na mnozniki Fouriera (L', L>) na ogélnych przestrzeniach Ba-
nacha. Poniewaz (4.38) zachodzi dla ogélnych przestrzeni Banacha, mozemy istotnie spodziewaé sie
oszacowari na mnozniki (L', L>), podobnie jak w (4.48).

Sprowadza nas to do nastepujacej luzno sformulowanej strategii udowodnienia Twierdzenia 4.13.
Gdyby$my umieli zamienié¢ przedostatni sktadnik w (4.48) na wyrazenie postaci

(1.49) o || R RGE AF(E) ag
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dla odpowiedniego f, moglibySmy polega¢ na konkretnych oszacowaniach na skladnik o wysokiej
czestotliwosci, ktére nie zawieraja w sobie analizy harmonicznej. Pomijajac fragment o niskiej cze-
stotliwosci, otrzymujemy wyrazenie jak w (4.49) w naszym opisie dowodu [13, Twierdzenie 4.1].
Na przestrzeniach Hilberta mozemy wéwczas zastosowaé twierdzenie Plancherela do (4.49), za$ na
przestrzeniach Banacha mozemy spodziewaé sie napotkaé oszacowania mmozmikéw (L1, L™) jak
w (4.48).

Bazowo jest to by¢ moze gléwna idea dowodu Twierdzenia 4.13. Oba dowody nakreslone powy-
7€ej zawieraja sprytne pomysly poradzenia sobie z réznymi aspektami tego samego problemu, a w
Twierdzeniu 3.2 z (R1) skladniki te taczymy w jeden dowdd. Sprecyzowanie tegoz powiazania jest nie-
trywialne, po czesci dlatego, ze musimy zachowaé moc obu podejsé jednoczesnie. Odsytamy do (R1)
po szczegdly, choé warto zauwazyé, ze zalozenie dodatniego wzrostu na M uzyte zostalo do poradzenia
sobie z niskimi czestotliwosciami symbolu mnoznika. Jednakze choé¢ techniczne szczegély moga poten-
cjalnie zaciemnié¢ bazowa strukture, jedna z gléwnych idei prowadzacych do dowodu Twierdzenia 4.13
zawiera to samo podejscie z mnoznikami (L?, LY), ktére bylo wspélnym czynnikiem naszej pracy.

5. INFORMACJA O WYKAZYWANIU SIE ISTOTNA AKTYWNOSCIA NAUKOWA ALBO ARTYSTYCZNA
REALIZOWANA W WIECEJ NIZ JEDNEJ UCZELNI, INSTYTUCJI NAUKOWEJ LUB INSTYTUCJI
KULTURY, W SZCZEGOLNOSCI ZAGRANICZNEJ

Artykuty naukowe, ktére nie zostaly zawarte w pracy doktorskie;j:

(R6) Off-singularity bounds and Hardy spaces for Fourier integral operators. Trans. Amer. Math.
Soc. 373 (2020), no. 8, 5773-5832. With A. Hassell and P. Portal.

(R7) Functional calculus for Co-groups using type and cotype. Q. J. Math. 70 (2019), no. 1, 17-47.

(R8) Disintegration of positive isometric group representations on LP-spaces. Positivity 21 (2017),
no. 2, 673-710. With M. de Jeu.

Artykuly naukowe, ktére zostaly zawarte w pracy doktorskiej:

(R9) Operator Lipschitz functions on Banach spaces. Studia Math. 232 (2016), no. 1, 57-92. With
F. Sukochev and A. Tomskova.
(R10) Functional calculus on real interpolation spaces for generators of Co-groups. Math. Nachr. 289
(2016), no. 2-3, 275-289. With M. Haase.
(R11) Functional calculus for semigroup generators via transference. J. Funct. Anal. 265 (2013), no.
12, 3345-3368. With M. Haase.
(R12) Convergence of subdiagonal Padé approzimations of Co-semigroups. J. Evol. Equ. 13 (2013),
no. 4, 875-895. With M. Egert.
Ponizej opisujemy wspomniane osiagniecia. Artykuty, ktére nie byly zawarte w pracy doktorskiej
opiszemy nieco dokladniej. Po bardziej szczegdlowy opis idei u podstaw artykuléw od (R9) do (R12)
odsylamy do wstepu w [63].

5.1. Ograniczenia z dala od osobliwos$ci i przestrzenie Hardy’ego dla operatoréw catkowych Fouriera.
Wiemy, ze LP teoria réwnan falowych jest wysoce nictrywialna. Fakt ten nalezy skonstrastowaé z LP
teoria réwnan eliptycznych i parabolicznych, gdzie nawet trudne przypadki tychze réwnan sa dobrze
zbadane. LP teoria réwnan eliptycznych zawiera w sobie operatory pseudorézniczkowe i Caldrona-
Zygmunda (poréwnaj [75]), podczas gdy niegladkie réwnania paraboliczne prowadza nas do pétgrup
(e'F)>o dla operatora L w postaci dywergencji z niegtadkimi wspélezynnikami (poréwnaj np. [7]).
Operatory Calderona-Zygmunda sa ograniczone na LP(R™) dla kazdego 1 < p < oo, jesli sa ograniczone
dla jednego p, a operatory postaci et” sa ograniczone dla p w otwartym przedziale wokél 2, jesli L ma
wspélezynniki w L. Dla poréwnania nawet operatory rozwiazan cos(ty/—A) i sin(ty/—A) klasycznego
réwnania falowego 92u = Aw nie sa ograniczone na LP(R™), chyba ze n = 1, t = 0 lub p = 2. Podobne
zjawisko zachodzi dla innych réwnan hiperbolicznych, ale teoria dla réwnan falowych jest wyjatkowa
nawet wsréd ogélniejszych réwnan hiperbolicznych. Istotnie, poréwnaj [60], dla wszystkich @ > 0
maiy
eii&(—A)‘Y :W2an|%—%|,p(Rn) N LP(Rn)
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dlape (1,00) it € R, przy czym wykladnik ten jest ostry dla t # 0, chyba ze a = 1/2. W tym drugim
przypadku Peral [64] i Miyachi [59] pokazali, ze

(5.1) VA WP (RY) 5 LP(RT)
dla 1 < p < o0, gdzie
(5.2 ) =203~

i tej ,straty 2s(p) pochodnych” nie mozna poprawié¢. Taka sama strata pochodnych na LP(R") za-
chodzi dla odpowiednich operatoréw calkowych Fouriera, klasy oscylacyjnych operatoréow calkowych,
zawierajacej operatory rozwiazan rownan falowych z gladkimi wspétczynnikami. Pokazali to Seeger,
Sogge i Stein w [73] 1 dzieki ich wynikom LP teoria réwnan falowych z gladkimi wspélezynnikami jest
dobrze zbadana.

Z drugiej strony, choé operatory pseudorézniczkowe sa ograniczone na LP(R™) dla kazdego 1 <
p < 00, 53 one zazwyczaj nieograniczone na L'(R™). Wydaje sie to sugerowaé, ze LP teoria réwnan
eliptycznych nie moze zosta¢ przedluzona do p = 1. Jednakze okazuje sie, ze istnieje podprzestrze-
strzenn L'(R™), na ktérej operatory pseudorézniczkowe sa ograniczone - klasyczna lokalna przestrzen
Hardy’ego H!(R™). Co wiecej, poprzez interpolacje mozemy uzyé tejze przestrzeni, by odzyskaé ogra-
niczono$é operatoréw pseudorézniczkowych na LP(R™) dla 1 < p < oco. Podobnie dla réwnan para-
bolicznych istnieje teoria tzw. dopasowanych przestrzeni Hardy’ego [14] oraz naturalne przestrzenie
niezmiennicze dla réwnan Schrodingera nazywane przestrzeniamsi modulacji (poréwnaj [20]). Mozemy
zatem oczekiwaé, ze istnieje analog (5.1) dla p = 1, zawierajacy przestrzen niezmiennicza operatoréw
rozwiazan réwnaii falowych, ktéry pozwala odzyskaé (5.1) dla 1 < p < oo. Istotnie taka przestrzen
zostala skonstruowana przez Smitha [74]. W (R6) przedtuzyliémy konstrukcje Smitha dla p = 1 do
pelnej skali przestrzeni Hardy’ego (M5 ;o (R™))1<p<oo- Przestrzenie te sa niezmiennicze ze wzgledu na
operatory catkowe Fouriera rzedu zero stowarzyszone z grafem kanonicznym i spelniaja one zanurzenia
Soboleva

(5.3) W PP(R™) € iy (RY) € W PP(RY)

dla 1 < p < o0, gdzie s(p) jest jak w (5.2) z oczywistymi modyfikacjami dla p = 1 i p = oo przy uzyciu
odpowiednio H!(R™) i bmo(R"). Zatem stosujac operator catkowy Fouriera do H5;,(R") i uzywajac
gladkiej wersji zanurzeii Soboleva w (5.3), odzyskujemy (5.1) i gtéwny wynik z [73].

Jednakze poza samym uzyskaniem istniejacych juz wynikéw, przestrzenie Hardy’ego dla operato-
row catkowych Fouriera pozwalaja tez na nowe wazne zastosowania. Przykladowo mozemy uzy¢ ich,
by rozwigzaé¢ réwnania falowe z niegladkimi wspélczynnikami, uzywajac gladkich oszacowan takiego
réwnania i poprawiajac iteracyjnie w celu otrzymania dokladnego rozwiazania. Laczac to z (5.3), uzy-
skujemy wdéwezas optymalna strate 2s(p) pochodnych dla operatoréw rozwiazan niegladkich réwnan
falowych. Z drugiej strony jesli sprébowalibysmy zastosowaé twierdzenie Seegera, Soggego i Steina bez-
posrednio, to kazdy krok iteracji prowadzilby do ustalonej straty regularnosci i argument iteracyjny
by sie popsul. W istocie przestrzenie Hardy’ego dla operatoréw calkowych Fouriera zostaly niedawno
uzyte w preprincie [41] przez Hassela i autora do udowodnienia, ze réwnania falowe z odpowiednimi
niegladkimi wspéiczynnikami maja taka sama LP regularnos¢ co réwnania falowe z gladkimi wspdi-
czynnikami.

Dla 1 < p < oo przestrzenn Hardy’ego Hh o (R™) sklada si¢ z tych f € S'(R™), dla ktérych

1
do\P/2 1/p
1£ll3¢z, ey = Hq(p)fHL,J(W)JF(LR (/O]i ( )Iwy,a(D>f(y)|2dydv7) dmdw) < 00,
n Vo (z,w

przy czym q € C2°(R™) jest obcigciem o niskiej czestotliwoéci, S*R™ = R™ x S"~1 jest wiazka kosfer R™,
a B /5 (7, w) jest kula wokél (z,w) o promieniu /o w odniesieniu do metryki anizotropowej d na S*R",
ktéra powstaje z z geometrii kontaktowej. Ponadto v, , sa paczkamsi falowymi, ktére lokalizujg sie do
obszaréw postaci {£ € R™\ {0} | |€| = o1, |E—v| < /o), gdzie £ := £/|€| dla £ # 0. Otrzymany w ten
sposéb rozklad czestotliwosci f nazywamy diadyczno-parabolicznym badz lub drugim diadycznym,
ktére to pojecie wprowadzil Fefferman [32] i ktére odegralo kluczows role w [73]. Zwracamy réwniez
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uwage, ze definicja normy H%.;,(R™) zawiera w sobie kwadratowa funkcje stozkowa, a funkcje tego
typu z kolei najlatwiej zrozumieé¢ uzywajac teorii przestrzeni namiotowych. Przestrzenie te wprowadzili
Coifman, Meyer i Stein w [24] i od tego czasu okazaly sie one bardzo uzyteczne w analizie niegtadkich
rownan eliptycznych i parabolicznych.

W (R6) badalis$my przestrzenie Hardy’ego dla operatoréw catkowych Fouriera poprzez powiazanie
przestrzeni namiotowych z transformatami paczek falowych. Transformaty te podnosza funkcje na R
do przestrzeni fazowej T*R™ = R™ x R™ (poréwnaj [27,33] i [58, Rozdzial 3]). Co wiecej, (S*R™, d) jest
przestrzenia miary z metryka podwajajaca, przy czym wiadomo, ze teoria przestrzeni namiotowych
przediuza sie do przestrzeni miary z metryka podwajajaca (poréwnaj [3]). Otrzymana przestrzen
namiotowa T?(S*R"™) jest przestrzenia funkcyjna na przestrzeni fazowej, a norma Hb,,(R™) funkcji
[ € "o (R™) jest rtéwnowazna ||[W f||7»(s+rn) dla odpowiedniej transformaty paczek falowych W,
ktora jest izometria z L?(R™) do L?(T*R™). Oznacza to, ze operator 1" jest ograniczony na Hp. o (R™)
wtedy i tylko wtedy, gdy podniesiony operator W*TW jest ograniczony na TP(S*R™), wigc mozemy
uzy¢ narzedzi analizy przestrzeni fazowych w celu badania ograniczonodci operatoréw na Hy, o (R™).

Aby zrozumieé, dlaczego narzedzia przestrzeni fazowych sa wazne, rozwazmy ponownie teorie (nie-
gladkich) operatoréw eliptycznych i parabolicznych. Silnym pojeciem tejze teorii sa ograniczenia poza
przekatna operatora calkowego na przestrzeniach namiotowych (poréwnaj np. [9]). Ograniczenia te
okredlaja liczbowo fakt, iz osobliwodci jadra takiego operatora zlokalizowane sa blisko przekatnej. Klu-
czowa réznica miedzy réwnaniami eliptycznymi i parabolicznymi a réwnaniami hiperbolicznymi jest
to, ze te drugie cechuja sie propagacjg osobliwosci. Zjawisko to skutkuje tym, ze operatory rozwiazan
réwnania przemieszczaja osobliwosci danych poczatkowych. To pociaga za soba operatory calkowe
z jadrami, ktérych osobliwoéci nie znajduja sie blisko przekatnej. Co wiecej, propagacja osobliwosci
jest z natury zjawyskiem na przestrzeni fazowej, a tym samym mozna je bada¢ jedynie poprzez jadra
opcratoréow catkowych na przestrzeni fazowej. Na szczedcie, jak wskazaliSmy wyzej, ograniczonoéé ope-
ratoréw catkowych Fouricra na Hp.; o (R™) jest réwnowazna ograniczonosci odpowiednich operatoréw
calkowych na przestrzeniach funkcyjnych nad przestrzenia fazowa, a dla operatoréw tego drugiego ro-
dzaju mozemy uogdlni¢ pojecie ograniczen poza przekatna do ograniczen poza osobliwosciamsi, jak to
zrobilismy w (R6). Ponadto, podobnie jak w przypadku ograniczeri poza przekatng w teorii eliptycz-
nej i parabolicznej, mozemy nastepnie uzyé wspomnianych ograniczen poza osobliwosciami do badania
réwnan falowych z niegladkimi wspélczynnikami. Mozemy z nich skorzystac¢ takze do wydedukowania
pewnych wilasnosci HY.;(R™), jak choéby jej niezmienniczo$é ze wzgledu na odpowiednie operatory
catkowe Fouriera rzedu zero, lub fakt, ze H};o(R™) ma odpowiedni rozklad atomowy i czasteczkowy

Ostatecznie autor pokazal w [09], ze norma HY,,,(R™) funkeji f € Hi;o(R™) jest réwnowazna

1/p
JoD) lreny + ([ TeulD ey )

dla 1 < p < o0, przy czym g € C*(R"™) i kazde ¢, (D) lokalizuje sie ze wzgledu na czestotliwodé
do paraboloidy w kierunku w € S™~!. Takie samo twierdzenie zachodzi dla p = 1 po zastapieniu
0w(D) fll o (rn) Przez ||pw (D) f | 1 rny dla klasycznej przestrzeni Hardy’ego H*(R™), co autor poka-
zal wspdlnie z Fan, Liu i Song w [31]. Te réwnowazne charakteryzacje HY.;,(R™) pozwalaja dotaczyé
teorie Littlewooda—Paleya, jak to zostalo dokonane przez autora w [71], aby udowodnié ograniczo-
no$é odpowiednich niegtadkich operatoréw pseudorézniczkowych na H%.;,(R™). Tego typu wiasnosci
ograniczonosci, bedace interesujace same w sobie, odegraly kluczowa role w dowodzie optymalnej L?
regularnosci réwnan falowych z niegtadkimi wspétezynnikami w [41].

5.2. Rachunek funkcyjny dla Cy-grup przy uzyciu typu i kotypu. Wyniki zawarte w (R4) i (R5) o
mnoznikach Fouriera (L?, L?) maja réwniez zastosowania do teorii rachunku funkcyjnego. Teoria ta
zajmuje si¢ odwzorowaniami f — f(A) dla odpowiednich funkeji f na C i operatoréw A na przestrzeni
Banacha X. Zazwyczaj chcemy powiazaé wlasnosei funkeji f z wlasnosciami operatora f(A). Przykla-
dowo zalézmy, ze —i A generuje Co-grupe (U(t))ier na przestrzeni Banacha X i niech M,w’ > 0 beda
takie, ze ||U(s)|lzx) < Me*'Isl dla kazdego s € R. Dla w > w’ niech H>(St,,) bedzie przestrzenia
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ograniczonych funkcji holomorficznych na pasie zespolonym
(5.4) Sty :={z € C||Im(2)| >w},

i niech f € H*°(St,). Wéwczas mozemy zdefiniowaé¢ f(A) w naturalny sposéb jako nieograniczony
operator na X (poréwnaj [30]), przy czym chcielibySmy wiedzieé, kiedy f(A) jest de facto ograniczony.
Jedli jest tak dla wszystkich f € H*(St,), to méwimy, ze A ma ograniczony rachunek funkcyjny
H>®(Sty). Whasnosé ta ma zastosowania do maksymalnej regularnosci (poréwnaj [5,50,53]) i odegrala
kluczowa role w rozwiklaniu hipotezy Kato o pierwiastkach kwadratowych w [8].

Skuteczna technika w teorii rachunku funkcjonalnego obejmuje tzw. zasady przenoszenia (poréwnaj
[16,25,38]). U podstaw zasady przenoszenia lezy diagram przemienny postaci

F]_L)FQ

(5.5) LT lp

y S, 5

gdzie Y i Z sa podprzestrzeniami X, F; i F5 sa przestrzeniami funkcji o wartosciach w odpowiednich
przestrzeniach Banacha, a ¢ i P sa ograniczone. Wéwczas ograniczonos$é f(A) z Y do Z wynika z ogra-
niczonosci operatora Sy. W [37,38] i (R11) zasady przenoszenia tego typu zostaly uzyte dla przypadku
Y=Z=XiF=F=LPR;X)dal < p < oo, podczas gdy (R10) skupial sie na rzeczywistych
przestrzeniach interpolacji Y = Z = (D(A),X)p,q 1 F1 = 5 = Bg)q(]R; X) dla 6 €10,1], ¢ € [1,00] i
p € [1,00). Wéwezas dla Sy = T, tj. mnoznika Fouriera z symbolem my, ktéry jest powiazany z f,
mozemy zredukowaé problemy teorii rachunku funkcyjnego do pytan dotyczacych analizy harmonicz-
nej na przestrzeniach Banacha. W szczegélnosci mozemy uzywaé twierdzenia Plancherela, jesli X jest
przestrzenia Hilberta i wariantéw twierdzenia Mikhlina, jesli 1 < p < co i X jest przestrzenia UMD,
lub gdy pracujemy na przestrzeniach Besova.

Gdy laczymy zasady przenoszenia z twierdzeniem Mikhlina dla generatoréw grupy —iA jak wyzej,
musimy ograniczy¢ si¢ do nastepujacej algebry funkeji:

(5.6) HI(Ste) == {f € H>(St) | sup (1 +12D1f'(2)] < oo},

wyposazonej w norme

1175 sty = sup [F(@)]+ (L +[zD]f(2)] < 0.

Ponadto dla f € H{°(St,) otrzymane ograniczenie na norme operatora f(A) zawiera ||f |3 (st.,)-
Jednakze w réznych zastosowaniach (poréwnaj np. schematy aproksymacji numerycznych w (R12) i
ponizej) wymagamy ograniczen na norme f(A) w terminach normy supremalnej f dla licznej klasy
f € H>(Sty,). Nie jest jasne, czy teoria mnoznikéw (LP, LP) pozwala na takie zastosowania, gdy X
nie jest przestrzenia Hilberta. Warto zauwazy¢, ze mozemy polaczy¢ twierdzenie Mikhlina z zasadami
przenoszenia, by udowodnié, ze —iA ma ograniczony rachunek %> (V,, ) na przestrzeniach UMD,
gdzie V, o = St, UX, dla ¢ € (0,7/2) jest sumg mnogosciowa St,, z podwéjnym sektorem X, (po-
réwnaj [37]). Jednakze taki ograniczony rachunek jest znowu niewystarczajacy dla wielu zastosowarl.

Zalozenia twierdzen o mnoznikach Fouriera w Rozdziale 4.6, w szczeg6lnosci Twierdzenia 4.3, wspo-
minaja jedynie o ograniczeniach supremalnych na symbol mnoznika. Okazuje sie, ze uzywajac zanu-
rzenia BS’I(R; X) C LY(R; X)), z Twierdzenia 4.3 i zasady kontrakcji Kahanego otrzymujemy

(5.7) Tw:Bry " (R; X) = LYR; X),
jeslim € L*(R) i X ma typ p € [1,2] i kotyp ¢ € [2,00].

Z drugiej strony w (R10), bazujac na [37], pokazaliSmy, ze jesSli ¢ < oo, to dla kazdego = €
1_1
(D(A),X)1_1 , odpowiednio wazony wariant orbity grupy s — U(—s)z jest zawarty w B, *(R; X).
i ;

1_1
Daje to ograniczony operator ¢ : (D(A),X)1_1, — By; “(R;X). Co wigcej, istnieje ograniczony
11, ;
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rzut P : LI(R; X) — X, taki ze (5.5) zachodzi dla kazdego f € H*(St,) z F1 = Bil_%(R;X),
Fy = Lq(R; X) i Sf = Tmf dla symbolu my € LOO(]Rn) 7 ||meLoo(]R) < ||f||Hoo(Stw).

Laczac (5.7) z tym konkretnym przypadkiem (5.5), otrzymujemy nastepujace twierdzenie, bedace
gléwnym wynikiem (R7).
Twierdzenie 5.1. Niech —iA generuje Co-grupe na przestrzeni Banacha X z typem p € [1,2] i kotypem
[2,00) oraz niech M,w" > 0 bedq takie, Ze |U(s)|lz(x) < Me*'Isl dla wszystkich s € R. Wéwcezas dla
kazdego w > W' istnieje C > 0, takie ze (D(A),X)%_#1 C D(f(A)) 4

1F(A)z]lx < Cllzll(peay,x)
dla wszystkich f € H*(Sty,) iz € (D(A), X)1_1 .

11,
P

Q=

Zwréémy uwage, ze uzyte techniki nie ograniczaja sie do rzeczywistych przestrzeni interpolacji -
moga by¢ one réwniez wykorzystane do dziedzin ulamkowych poteg generatoréw grupy. Dokladniej
rzecz ujmujac, jesli zalozymy dodatkowo, ze X jest izomorficzna z dopelnialnag podprzestrzenia p-
wypuklej i g-wklestej kraty Banacha” z p € [1,2] i ¢ € [2,00), to dla kazdego A > w istnieje C' > 0,
takie ze D((A+iA)"#Ta) C D(f(A)) oraz

(5.8) 1F(A)z|lx < Ol fllae st (A +34) 30 2] x

dla wszystkich f € H>®(Sty) iz € D((\+iA) 57 4).

Mozna powiedzieé, ze wyniki te pokazuja, ze A ma ograniczony rachunek funkcyjny H°(St,) z
(D(zél),X)%_%71 do X, jesli X ma typ p i kotyp q oraz z D((\ + iA)_%Jr%) do X przy dodatkowych
zalozeniach na X. Przestrzenie interpolacji D 4(6,1) i dziedziny ulamkowe D((A +i4)~?) rosna, gdy 6
dazy do zera. Stad Twierdzenie 5.1 i (5.8) pokazuja, ze w rozwazanym tutaj przypadku ograniczenia
rachunku funkcyjnego H>° zaleza w sposob ilosciowy od tego, jak bliska przestrzeni Hilberta jest
geometria przestrzeni bazowej.

Wiyniki te maja takze zastosowania do schematéw aproksymacji numerycznych dla Cy-grup. Wspo-
mnimy tutaj dwa z nich. Po pierwsze, waznym problemem w teorii operatoréw jest okreslenie, kiedy
transformata Cayleya (1— A)(1+ A)~! operatora A z —1 € p(A) jest potegowo ograniczona. Wiasnosé
ta jest z kolei réwnowazna stabilnosci schematu aproksymacji Cranka-Nicolson stowarzyszonego z A.
Mozemy uzy¢ twierdzenia 5.1, aby otrzymac stabilnos¢ tegoz schematu aproksymacji dla odpowiednich
danych poczatkowych.

Whiosek 5.2. Niech —A generuje stabilng wykltadniczo Co-potgrupe (T'(t))i>0 C L(X) na przestrzeni

Banacha X typu p € [1,2] i kotypu q € [2,00). Zalézmy, ze T(t) jest odwracalne dla kazdego t > 0.
Woéwczas

sup [|(1 = A4)" (1 + A) "l c(pay,x)s 1 ,.x) < 0.
n>1 P q’

Drugie zastosowanie dotyczy zbieznosci wymiernych schematéw aproksymacji. Funkcja wymierna
r € H*®(C_) na zespolonej lewej pdlplaszczyznie
(5.9) C_:={z€ C|Re(z) <0}
jest A-stabilna, jesli [|r||yeec_y < 1, a r jest wymierna aproksymacja (funkcji wykladniczej), jesli
istnieja k € N i C > 0, takie ze |r(z) — ¢?| < C|z|F*! dla wszystkich z z zespolonego otoczenia 0.
Whiosek 5.3. Niech r bedzie A-stabilng wymierng aproksymacja i niech —A generuje stabilng wyktad-
niczo Co-pdtgrupe (T'(t))e>0 na przestrzeni Banacha X typu p € [1,2] ¢ kotypu q € [2,00). Zaldzmy,
ze T(t) jest odwracalne dla kaidego t > 0. Wowczas r(—LA)"x — T(t)x gdy n — oo dla kazdego
r€(Da,X)1_1 ;.

We Wnioskach 5.2 1 5.3 przy zalozeniach (5.8) otrzymujemy stabilnodé i zbiezno$é dla danych
poczatkowych w dziedzinach odpowiednich utamkowych poteg A.

2Zalozenie to zachodzi np. jesli X = L7 () dla pewnej przestrzeni miary Qi r < oo z p = min(2,7) oraz ¢ = max(2, 7).



26

5.3. Rozklad reprezentacji dodatniej grupy izometrii na LP-przestrzeniach. Jednym z waznych punk-
toéw w abstrakcyjnej teorii reprezentacji jest spostrzezenie, ze kazdg silnie ciagla unitarna reprezentacje
7 : G — L(X) oérodkowej lokalnie zwartej grupy Hausdorffa G na osrodkowej przestrzeni Hilberta X
mozna rozlozy¢ na reprezentacje nieprzywiedlne. Poniewaz kazda osrodkowa przestrzen Hilberta jest
izomorficzna z L2(€2, 1) dla pewnej miary probabilistycznej p, twierdzenie to zasadniczo dotyczy teorii
przestrzeni L2.

Na LP(Q,u) dla p # 2 struktura kraty daje (zazwyczaj slabszy) substytut struktury przestrzeni
Hilberta. Przykladowo reprezentacje unitarne mozemy zastapic reprezentacjami G jako izomorfizmami
kratowymi na LP(Q, 1), tj. reprezentacjami 7 : G — LP(Q, u), dla ktérych

m(g)(max(f1, f2)) = max(n(g) f1,7(g) f2)

dla wszystkich g € G i f1, fo € LP(Q, u). Ponadto istnieje naturalny zamiennik nieprzywiedlnosci
w kontekscie uporzadkowanych przestrzeni wektorowych. Dokladniej rzecz ujmujac, méwimy, ze re-
prezentacja p : G — E grupy G na uporzadkowanej przestrzeni wektorowej E jest nieprzywiedina
ze wzgledu na porzadek, jesli {0} 1 E sa jedynymi niezmienniczymi pdtkratami. Wprowadzenie dru-
giego z tych poje¢ w pelnej ogdlnoéci wyprowadziloby nas zbyt daleko, wiec zamiast tego odsylamy
do [1,83]. Jednakze w naszych rozwazaniach wszystkie pétkraty sa jak w (5.10) ponizej. Zwracamy
réwniez uwage na fakt, iz pojecie nieprzywiedlnoéci ze wzgledu na porzadek zalezy od wyboru miary
1 na Q.

Naturalnym wydaje sie zatem pytanie, czy mozliwy jest rozklad dowolnej silnie ciaglej reprezen-
tacji G w postaci izomorfizméw kratowych na LP(2, i) na reprezentacje nieprzywiedlne ze wzgledu
na porzadek. W (R8) pokazaliSmy, Ze istotnie mozemy tak zrobié przy dodatkowych zalozeniach.
Nieprecyzyjne sformutowanie gtéwnego wyniku wyglada nastepujaco.

Twierdzenie 5.4. Niech G bedzie lokalnie zwartq grupa polskq. Przyjmigmy 1 < p < oo i niech (2, u)
bedzie osrodkowaq przestrzenia probabilistyczng. Niech m : G — L(LP(X,u)) bedzie silnie ciaglta re-
prezentacja G jako izometryczne izomorfizmy kratowe, ktore nie zmieniajq statych. Wowczas mozemy
roztozyé m na reprezentacje nieprzywiedle ze wzgledu na porzgdek.

Przedstawimy tutaj krétki zarys skladnikéw wchodzacych w sklad dowodu tego twierdzenia, ktére
z kolei powinny pozwolié¢ czytelnikowi nieco lepiej zrozumieé¢ sformutowanie wyniku. Dowdéd skiada sie
z nastepujacych krokow.

Krok 1. Mala modyfikacja [28, Twierdzenie 15.27] (dla przypadku p = 1) implikuje istnienie zwartej
przestrzeni metrycznej K, ciagltego dzialania G x K — K, (g,k) — gk, G-niezmiennicze]j regularnej
borelowskiej miary probabilistycznej v na K i izometrycznego izomorfizmu kratowego @ : LP(Q, u) —
L?(K,v), dla ktérych

B(m(9)f) = p(9)®(f)

dla wszystkich ¢ € G i f € LP(Q,u). Tutaj, jak i ponizej, p : G — L(LP(K,v)) jest reprezentacja
kanoniczna G na LP(K,v), indukowana przez dziatanie G na K:

p(g)h(k) == h(g~"k)

dlage G, h e LP(K,v) ik € K. Stad dla naszych rozwazan reprezentacje m i p sa rGwnowazne, wiec
w tym, co nastepuje, mozemy skupiaé sie na rozkladzie p na reprezentacje nieprzywiedlne ze wzgledu
na porzadek.

Krok 2. Dla miary probabilistycznej A na K reprezentacja p : G — LP(K,\) jest nieprzywiedlna
ze wzgledu na porzadek wtedy i tylko wtedy, gdy A jest ergodyczna. Wynik ten jest bezposredniag
konsekwencja definicji ergodycznosci i faktu, iz B C LP(K, \) jest pétkrata wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje zbiér borelowski L C K, taki ze

(5.10) B={feLP(K,\ | f(k) =0 for \-almost all k € L},

co z kolei wynika z [33, str. 44].
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Step 3. Mozemy rozlozy¢ miare v na miary ergodyczne. Dokladniej rzecz ujmujac, niech £ oznacza
zbiér ergodycznych borelowskich miar probabilistycznych na K wyposazonych w slaba* topologie,
indukowana przez inkluzje £ C (C(K))*. Wéwczas [84, Twierdzenie 27.5.7] daje nastepujacy wynik.

Twierdzenie 5.5. Mamy £ # 0. Co wiecej, istnieje borelowska funkcja mierzalna 8 : K — &€, k — By,
taka Ze:

o Bgi = Br dla wszystkich g€ G ik € K,

e \(B7E({\})) =1 dla kazdego \ € &,

o dla wszystkich zbioréw borelowskich L C K mamy

v(L) = /K B1(L) du (k).

W szczegdlnodcei miara obrazowa vg zadana przez v poprzez 3 jest dobrze zdefiniowana borelowska
miara probabilistyczna na £. Ponadto, zaczynajac od funkcji prostych i nastepnie uzywajac aproksy-
macji, otrzymujemy z Twierdzenia 5.5, ze A — || f||z»(x,x) jest funkcja mierzalng na & dla kazdego
feLP(K,v) oraz

1/p
(5.1) e = (17 ey ) ™"
Krok 4. Kroki od 1 do 3 w sumie odzwierciedlaja idee dowodu Twierdzenia 5.4. Méwiac precyzyjniej,
zaczynamy od redukcji do przypadku, gdy mamy dziatanie G na bazowej przestrzeni probabilistyczne;j.
Nastepnie jednoznaczny opis poélkrat w LP pozwala scharakteryzowaé¢ odpowiadajace reprezentacje
nieprzywiedlne jako stowarzyszone z miarami ergodycznymi. W kolejnym, trzecim kroku rozktadamy
miare v na miary ergodyczne w odpowiednim sensie, a w konsekwencji norme LP(K,v) na normy
LP(K,\) dla ergodycznych miar probabilistycznych A na K. Pozostaje jednak przettumaczenie tegoz
rozkladu norm na pelen rozklad bazowych LP przestrzeni.

Na przestrzeniach Hilberta mamy ustanowiona teorie calek prostych, na ktérej moglismy do tej pory
polegaé. Podobna teorie catek prostych na przestrzeniach Banacha wyksztalcono w [412] i mozemy ja
zastosowaé do naszych badan po niewielkich modyfikacjach, ktére opisujemy ponizej.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa i niech {|| - ||»}res bedzie zbiorem péinorm | - ||x na V,
takich ze A — ||z||x jest funkcja mierzalng na &£ dla wszystkich * € V. Dla kazdego A € &£ niech
X bedzie uzupemieniem do przestrzeni Banacha przestrzeni V' w odniesieniu do || - ||x. Wéwczas
odwzorowanie s : £ — Lxeg Xy nazywamy sekcja (Xy)ree, gdy s(A) € X, dla kazdego A € €, a sekcjq
prosta nazywamy sekcje s, dla ktérej istnieja n € N, z1,...,z, € V i mierzalne &,...,&, C &, dla
ktérych s(A) = i 1g, (M) dla wszystkich X € €. Sekcja mierzalng nazywamy sckeje s, dla ktorej
istnieja sekcje proste s, dla n € N, takie ze dla kazdego A € £ mamy s,(A\) = s(A) w X gdy n — co.
Dla p € [1,00) LP calkq prosta (f;B X dvg(A)) e z (X)) aee (ze wzgledu na vg) nazywamy przestrzen
sekeji mierzalnych s z (Xy)aeg, dla ktérych

(5.12) ([ 10, ) < e,

przy czym dwie sekcje utozsamiamy ze soba, gdy pokrywaja sie z doktadnoscia do zbioru vg-miary
zero, z naturalna norma stowarzyszona. Jesli X, A € £, sa kratami Banacha, to ([ 5@ X dvg)re jest
krata Banacha z naturalnym stowarzyszonym porzadkiem.

Teraz mozemy zastosowaé powyzszy schemat postepowania dla V' bedacego zbiorem funkeji prostych
na K idla [|f[[x := || fllzr (k) dla wszystkich A € £1 f € V. Wéwezas z (5.11) i (5.12) otrzymujemy,
ze

LP(K,v) = (/;B LP(K, ) dVﬂ(A))Lp.

Co wiecej, mozemy rozlozy¢ reprezentacje kanoniczng G na LP(K,v) indukowana przez dzialanie G
na K na reprezentacje kanoniczne G na wszystkich LP (K, \). W ten sposéb otrzymujemy ostatecznie
narzedzie by zaréwno sformalizowaé sformulowanie Twierdzenia 4.13, jak i ukorniczy¢ jego dowdd.
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5.4. Operatorowe funkcje Lipschitza na przestrzeniach Banacha. Podobnie jak (R7), (R10) i (R11),
teoria operatorowych funkeji Lipschitza zajmuje sie problemem teorii rachunku funkcyjnego. Jednakze
w tym wypadku baza jest nieco inna. Dokladniej rzecz ujmujac, interesuje nas wskazanie funkcji
f:R — C, dla ktérych istnieje C' > 0, takie ze

(5.13) 1(B) = F(A)llecx) < ClIB = Allecx)

zachodzi dla odpowiedniej klasy operatoréw A i B na przestrzeni Banacha X, dla ktérych operatory
f(A) i f(B) sa dobrze zdefiniowane poprzez rachunek funkcyjny. W wiekszej ogdlnosci rozwaza sie
oszacowania komutatoréw postaci

(5.14) [£(B)S = Sf(A)llex,y) < ClIBS = SAllzix,v)

dla przestrzeni Banacha X i Y, przy czym A € L(X), Be L(Y) 1S5 € L(X,Y).

Problem ten byt szeroko badany w przypadku, gdy X jest przestrzenia Hilberta, a A i B sa opera-
torami normalnymi. W tym kontekscie (5.13) ustalit Peller w [62,63] dla f nalezacego do jednorodnej
przestrzeni Besova Béol(]R) Jego wynik, jak i wezesniejsze prace (poréwnaj [17—19]), opieral sie na
teorii tzw. podwdjinych caltek operatorowych. Metoda ta rozpatruje réznice f(B) — f(A) jako obraz
pewnej transformacji B — A. Nastepnie bada si¢ te transformacje i w przypadku, gdy iloraz réznicowy
ﬁgy_uiﬁ funkcji f jest wystarczajaco regularny, jestesmy w stanie ograniczy¢ norme tejze transfor-
macji, by wywnioskowaé upragniony wynik.

W tym sensie podejécie uzyte do udowodunienia (5.13) jest analogiczne do metod przenoszenia
opisanych w Rozdziale 5.2. Aby oszacowaé ||f(B) — f(A)|lz(x), powiazujemy to wyrazenie z lepiej
rozumiang transformacja. Nastepnie uzywamy innych metod, by ograniczyé norme tejze transformac;ji.
Ponadto transformacje, ktére otrzymujemy w ten sposéb, sa (ciagltymi wersjami) tzw. mnoznikdw
Schura. Mnozniki te mozna traktowaé jako nieprzemienne warianty mnoznikéw Fouriera, co wzmacnia
analogie miedzy metodami przenoszenia a teoria podwdjnych calek operatorowych.

Naturalnym wydaje sie pytanie, czy istnieje analog wyniku Pellera dotyczacy (5.13) na ogdlnej
przestrzeni Banacha X. Jak pokazalismy w (R9), istotnie tak jest. W tym wypadku musimy uogdlnié
rachunek spektralny dla operatoréw normalnych, ktérego uzywamy do zdefiniowania f(A) i f(B), co
prowadzi do klasy tzw. operatordw typu skalarnego (poréwnaj np. [10]). Dowodzimy wéwczas w (R9),
ze przy odpowiednich zatozeniach na X dla kazdego f € Béo)l (R) (5.13) zachodzi dla klasy operatoréw
typu skalarnego A, B € L(X) z rzeczywistym spektrum i statymi spektralnymi ograniczonymi przez
ustalona warto$é oraz podobnie dla (5.14).

7 drugiej strony wiadomo, ze (5.13) i (5.14) nie zachodza® dla ogélnej funkcji Lipschitza f na R.
Dokladniej rzecz ujmujac, wlasnosci te psuja sie juz dla by¢ moze najprostrzej nietrywialnej funkcji
Lipschotza: funkeji wartodci bezwzglednej (poréwnaj [51]). W (R9) pokazalismy, ze (5.14) zachodzi dla
f bedacego funkcja wartosci bezwzglednej, gdy ograniczymy sie do klasy operatoréw diagonalizowalych
A e LUP) i B e L(1) z rzeczywistym spektrum i stalymi diagonalizowalnosci ograniczonymi przez
ustalona wartosé i dla dowolnego .S € L(¢P, £9), o ile p < q. Poniewaz dowolna nieskoriczenie wymiarowa
oérodkowa przestrzeri Hilberta jest izomorficzna 7z €2, pokazuje to, ze fakt, iz (5.14) nie zachodzi
na przestrzeniach Hilberta, mozna przezwyciezy¢ rozwazajac w zastepstwie oszacowania komutatora
miedzy P a ¢9 dla p < q. Wéwezas otrzymujemy niezalezne od wymiaru operatorowe oszacowania
lipschitzowskie na warto$¢ bezwzgledna (skoriczonych) macierzy diagonalizowalnych.

5.5. Rachunek funkcyjny na rzeczywistych przestrzeniach interpolacji dla generatoréw Cy-grup. Ar-
tykut (R10) zajmuje sie teoria rachunku funkcyjnego w bardzo podobnym przypadku co (R7). Méwiac
precyzyjniej, niech —i A generuje Cy-grupe (U (t)):cr na przestrzeni Banacha X i niech M, w’ > 0 beda
takie, ze |U(s)|lz(x) < Me+'lIsl dla kazdego s € R. Dla w > w' i f € H>(Stw), gdzie St,, jest jak w
(5.4), istnieje naturalna definicja f(A) jako nieograniczonego operatora na X, dla ktérej chcielibysmy
okreslié warunki na X, A i f, dla ktérych f(A) jest operatorem ograniczonym miedzy odpowiednimi

SIstnieja modyfikacje (5.13) i (5.14), ktére sa prawdziwe dla wszystkich funkcji Lipschitza f poprzez zastapienie
jednorodnej normy operatorowej przez normy innych idealéw operatorowych, takich jak klasy Schattena (poréwnaj
np. [65]).
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podprzestrzeniami X. W (R7) pokazalismy, ze dla kazdego f € H*°(St,,) operator f(A) jest ograni-
czony z rzeczywistych przestrzeni interpolacji (D(A), X)g,, do X dla pewnych 6 € [0,1] i ¢ € [1, 0]
przy zatozeniach na typ i kotyp X. Z drugiej strony (R10) rozwaza ograniczonosé¢ f(A) na samych
rzeczywistych przestrzeniach interpolacji (D(A), X)g.q-

Strategia postepowania przy szukaniu tego typu wynikéw jest analogiczna do tej w (R10). Doktad-
niej rzecz ujmujac, uzywamy tej samej zasady przenoszenia co wezesniej w (5.5), ale tym razem z
Y =Z=(D(A),X)pqiFL =F =B, (R)dlabec|0,1],qe [l,00] ip e [l,00). Wowczas wariant
twierdzenia Mikhlina o mnoznikach na przestrzeniach Besova (poréwnaj [34,46]) daje nastepujacy
wynik. Przypomnijmy, ze H$°(St,,) jest jak w (5.6).

Twierdzenie 5.6. Niech —iA generuje Cy-grupe na przestrzeni Banacha X i niech M,w' > 0 bedg
takie, ze [|U(s)|zx) < Me*'Is dla kazdego s € R. Wowczas dla wszystkich w > o', 0 € (0,1) i
q € [1,00] istnieje C > 0, takie ze prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie. Dla kazdego f € HI®(Sty)
mamy (D(A), X)o,q € D(f(A)) oraz dla kazdego x € (D(A), X)o,q mamy f(A)x € (D(A),X)p,q

1 (A (pay.x)s., < Cllzllpa),x)e.,-

Sita Twierdzenia 5.6 lezy w tym, ze nie wymaga ono zalozen na bazowa przestrzen Banacha. Na
przestrzeniach UMD wniosek wynika z [37], przestrzeniach niereflcksywnych, jak cho¢by L' przestrze-
nie lub przestrzenie funkcji ciaglych, Twierdzenie 5.6 jest nowym wynikiem.

5.6. Rachunek funkcyjny dla generatoréw pélgrup poprzez przenoszenie. Artykul (R11) skupia sie
takze na teorii rachunku funkcyjnego H>°, choé¢ tym razem dla generatoréw pdlgrup. Méwiac pre-
cyzyjniej, niech A bedzie generatorem Co-pSigrupy (T'(¢)):>0 na przestrzeni Banacha X, takim ze
istnieja M,w’ > 0, dla ktérych [|T(t)|lz(x) < Me="t dla wszystkich t > 0. Wéwezas dla kazdego
f € H>(C_), gdzie C_ jest lewa zespolona pélptaszczyzna z (5.9), istnieje naturalna definicja f(A)
jako nieograniczonego operatora na X i chcieliby$my zbadaé¢ warunki na X, A i f, ktére gwarantowa-
tyby ograniczonos$é f(A) miedzy pewnymi podprzestrzeniami X.

Mozemy tutaj ponownie polegaé na silnej zasadzie przenoszenia w (5.5), choé¢ przypadek generato-
réw pélgrup rézni si¢ od przypadku generatoréw grup. De facto musi tak byé, gdyz nawet na prze-
strzeniach Hilberta nie wszystkie generatory pélgrupy jak wyzej maja ograniczony rachunek H>(C_),
podczas gdy mozemy wykorzystaé¢ zasade przenoszenia dla grup, by pokazaé, ze kazdy generator grupy
na przestrzeni Hilberta ma ograniczony rachunek H°(St,,) dla odpowiedniego w > 0, jak w (5.8) dla
p=q=2.

Zamiast tego stosujemy (5.5) do f(z) := e™#g(z) dla 7 > 0, g € H®(C_) i z € C_. Wéwezas z
innymi ¢ i P przyjmujemy Y = Z = X i [} = F, = LP(R; X) oraz Sy = Ty, jako mnoznik Fouriera
z symbolem m (&) = f(i€) for & € R. Jedli X jest przestrzenia Hilberta, to otrzymany w ten sposéb
diagram przemienny pomaga udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.7. Niech A bedzie generatorem Co-pdtgrupy (T'(t))i>0 na przestrzeni Hilberta X, takim
ze istniejq M,w' > 0, dla ktorych | T(t)||zx) < Me 't dla kasdego t > 0. Wéwczas istnieje C' > 0,
takie ze f(A)T(1) € L(X) dla wszystkich 7 >0 ¢ f € H®(C_) oraz

(5.15) IF (AT (M)l 2x) < Clog(ITDIIf e ey as T — 0.

Ogdlniej rzecz biorac, spodziewamy sie pewnego wybuchu w 7 w (5.15), gdyz w przeciwnym razie
kazdy generator pélgrupy stabilnej wykladniczo mialby ograniczony rachunek H>°(C_). Ale mozemy
uzyé faktu, iz wybuch jest co najwyzej logarytmiczny, aby pokazaé, ze f(A)(—A)~* € L(X) dla
kazdego f € H*(C_) i wszystkich o > 0. To z kolei implikuje stabilnosé odpowiednich numerycznych
metod aproksymacji dla orbit pélgrupy t — T'(t)z, jesli x € D((—A)%) dla pewnego a > 0.

5.7. Zbieznos¢ subdiagonalnych przyblizen Padégo Cy-pélgrup. Jak zaznaczyliSmy w Rozdzialach 5.2
i 5.6, teoria rachunku funkcyjnego ma zastosowania do numerycznych metod aproksymacji dla silnie
ciagltych pétgrup i grup. Z drugiej strony w (R12) konkretna metoda aproksymacji numerycznej jest
gléwnym obiektem zainteresowanl, a nie tylko zastosowaniem innych wynikéw.
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Méwiac precyzyjniej, oznaczmy przez A generator jednostajnie ograniczonej Co-pdlgrupy (T'(t))e>o0
na przestrzeni Banacha X. W [48, Uwaga 3| pytano, czy istnieja liczby zespolone A, ,, 1 by, takie
ze (T(t))s>0 mozna przyblizy¢ w silnym sensie na D(A) przez sumy postaci

An,l

bn,l _ -1 bn,mn )\n,m,n _ -1
(5.16) S (T A e (T A, >0,

gdy n — oo (poréwnaj takze [(1]).

By odpowiedzieé na to pytanie, oznaczmy przez (r,)52 ciag subdiagonalnych przyblizen Padégo
funkeji wykladniczej (poréwnaj np. [10]). Rozbijajac kazde r, na ulamki proste, otrzymujemy, iz
7, (tA) ma postaé¢ (5.16). Stad wystarczy pokazaé, ze r,(tA)x — T(t)x gdy t — oo dla kazdego
x € D(A). Eksperymenty numeryczne sugeruja, ze istotnie tak jest ze zbieznoscia w tempie O(1//n).
W (R12) odpowiedzieliémy na pytanie z [43] twierdzaco z tempem sugerowanym przez eksperymenty
numeryczne. Méwiac $lislej, udowodniliémy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 5.8. Niech A bedzie generatorem Co-pdtgrupy (T'(t))i>0 na przestrzeni Banacha X, takiej
ze istnieje M > 0, dla ktérego || T(t)||z(x)y < M dla wszystkich t > 0. Wowczas dla kazdego o > 1/2
istnieje C' > 0, takie Ze

Ir(tA)z — Tzl x < CMt*(n+1)7"3|[(~A)*a||x

dla wszystkichx € X, t>0in>a — 1.

Ponadto otrzymujemy poprawienia Twierdzenia 5.8 dla pélgrup analitycznych, jak réwniez dla
stabilnych wyktadniczo pélgrup na przestrzeniach Hilberta. De facto poprawienie w tym drugim przy-
padku polega na wynikach z (R11).
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