AUTOREFERAT

1. IMIE 1 NAZWISKO

Jan Rozendaal

2. POSIADANE DYPLOMY, STOPNIE NAUKOWE LUB ARTYSTYCZNE

o Doktor matematyki Uniwersytetu Technicznego w Delfcie, Holandii w 2015 r. Rozprawa dok-
torska pt. Functional Calculus via Transference, Double Operator Iniegrals and Applications,
promotorzy: prof. dr. M. Haase i prof. dr. B. de Pagter.

o Magister matematyki (z wyréznieniem) Uniwersytetu w Lejdzie, Holandii w 2011 r. Praca
magisterska pt. A disintegration theorem for representations on LP-spaces, promotor: dr. M. de
Jeu.

e Licencjat matematyki Uniwersytetu w Lejdzie, Holandii w 2010 r. Praca licencjacka pt. A
space of spaces, promotor: dr. M. de Jeu.

3. INFORMACJA O DOTYCHCZASOWYM ZATRUDNIENIU W JEDNOSTKACH NAUKOWYCH LUB
ARTYSTYCZNYCH

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk. Adiunkt. Od sierpnia 2020.

Australijski Uniwersytet Narodowy. Post-doc. Sierpieri 2017 - lipiec 2020.

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk. Adiunkt. Pazdziernik 2015 - lipiec 2017.
Uniwersytet Techniczny w Delfcie. Doktorant. Maj 2011 - wrzesieri 2015.

4. OMOWIENIE OSIAGNIEC, O KTORYCH MOWA W ART. 219 UST. 1 PKT. 2 USTAWY

Cykl powiazanych tematycznie artykuléw naukowych pod wspdlnym tytutemn
Analiza harmoniczna na przestrzeniach Banacha i teoria stabilnosci dla réwnan ewolucyjnych.

Cykl sklada sie z nastepujacych artykutéw:

(R1) Optimal rates of decay for operator semigroups on Hilbert spaces. Adv. Math. 346 (2019),
359-388. With D. Seifert and R. Stahn.

(R2) Sharp growth rates for semigroups using resolvent bounds. J. Evol. Equ. 18 (2018), no. 4,
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(R5) Fourier multiplier theorems on Besov spaces under lype and colype condilions. Banach J.
Math. Anal. 11 (2017), no. 4, 713-743. With M. Veraar.

Ponizej opisujemy wspomniane osiagniecia.

4.1. Netacja. Za liczby naturalne przyjmujemy N = {1,2,...} i oznaczamy Z, := NU{0}. Wykladnik
sprzezony do p € [1, 0] zapisujemy jako p'.

Przestrzen ograniczonych operatoréw liniowych miedzy przestrzeniami Banacha X i Y oznaczamy
przez L(X,Y) i przyjmujemy L£(X) := L(X,X). Przestrzer funkcji Schwartza o wartosciach w X i
przestrzen dystrybucji temperowanych na R™ zapisujemy odpowiednio jako S(R™; X} i 8'(R™; X), adla
1



2

X = C przyjmujemy S(R") = S(R™;C) i &'(R") = §'(R™; C). Transformate Fouriera f € &’'(R™; X)
zapisujemy jako Ff lub f. Jedli f € L'(R™; X), to

FH@ = [ erepwn e

Operator identycznosciowy na X oznaczamy Iy ipiszemy A dla Al x gdy A € C. Dziedzine domknietego
operatora A na X zapisujemy jako D(A) i jest ona przestrzenia Banacha z norma

2l peay = Izl x + Azl x , 2 € D(A).

Spektrum A oznaczamy przez o(A), a zbiér rezolwenty przez p(A) = C\ o(A). Rezolwente A w
A € p(A) zapisujemy jako R(\, A) = (A — A)~ L.

Oznaczmy f(s) < g(s), jezeli f(s) < Cg(s) dla kazdego s i statej C' > 0 niezaleznej od s. Podobnie
definiujemy f(s) 2 g(s) i g(s) = f(s).

Po wymagane podstawy teorii réwnan ewolucyjnych i Co-pdlgrup odsytamy do [6,30].

4.2. Krétki opis dziedziny naukowej. Jeduym z gléwnych celéw teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych jest okreslenie asymptotyki rozwiazan zadanego réwnania rézniczkowego czastkowego.
Dla liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych, ktére mozna zbadaé poprzez przeformutowanie ich
w jezyku rownan ewolucyjnych, wiadomo, ze dlugofalowe zachowanie ich rozwiazan jest zwiazane z
wlasnosciami generatora pétgrupy rozwiazan.
Moéwiac precyzyjniej, rozwazmy abstrakcyjne zagadnienie Cauchy’ego
a(t) = Au(t), t>0,

(4.1) o(0) =z,

gdzie u : [0,00) — X dla pewnej przestrzeni Banacha X, domknietego operatora A na X i z € X.
Wéwezas (4.1) ma doktadnie jedno rozwiazanie catkowe dla kazdego © € X i rozwiazanie to zalezy
od x w sposéb ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy A generuje Co-péigrupe (T'(¢))t>0 € L£(X) na X
(poréwnaj [30, Wniosek 11.6.8]). W tym wypadku rozwiazanie u problemu (4.1) zadane jest przez
u(t) = T(t)x dla kazdego t > 0. Ponadto jezeli € D(A), to u € C'([0,00); X) i (4.1) zachodzi
punktowo.

W naszych rozwazaniach zakladamy istnienie dokladnie jednego rozwiazania zagadnienia (4.1) i
ciaglej zaleznoscei od warunkéw poczatkowych. Wéwezas aby okreslié asymptotyczne zachowanie roz-
wiazani (4.1), musimy zbadaé¢ dlugofalowe zachowanie orbit ¢ — T'(t)z. W tym celu mozemy z kolei
rozwazy¢ wlasnosci spektralne generatora A, stosujac klasycznej metodyki réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych do réwnan ewolucyjnych.

Istotnic istnicja w’ € RiC > 1, takie ze ||T(t) || £(x) < Ce*'t dla kazdego t > 0. Bez utraty ogdlnosci
rozwazan zalézmy, ze w’ = 0. Wéwczas rezolwenta R(w + i€, A) istnieje dla wszystkich w > 01§ € R
oraz

(4.2) R(w+1i, A)z = / e "MWz dt
0
dla kazdego x € X (poréwnaj [30, Twierdzenie I1.1.10]). Mozemy odwrécié powyzsza transformate
Laplace’a, aby otrzymaé
1 .
(4.3) e “'T(t)r = — / e R(w + i€, A)x dg
2T R

dla t > 0, gdzie calka ta zbiega bezwzglednie dla x w odpowiednich gestych podprzestrzeniach X.
Ogdlnie rzecz biorac, dla dowolnego x € X mozemy wéwczas wykorzystaé informacje o R(w + i€, A)z,
aby ograniczy¢ catke w (4.3) 1 otrzymaé C’ = C, > 0, dla ktérego

(4.4) T (t)z||x < C'et, t>0.

Oczywiscie zalozylismy od poczatku, ze | T(t)| £(x) < C, wige nie jest to pomocne dla w > 0. Jednakze,
jesli R(w + i€, A) istnieje dla pewnego w < 0 i dla kazdego & € R, to nadal mozemy uzy¢ (4.3), aby
powiazaé informacje o R(w + i€, A) z ograniczeniami jak w (4.4). Poniewaz w < 0, dostajemy wtedy
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oszacowanie zaniku orbity ¢ — T'(¢t)z. To podejscie do asymptotyki rozwiazani réwnania ewolucyjnego
jest uzyteczne w praktyce, gdyz rezolwenta jest zazwyczaj znacznie bardziej przystepna niz sama
potgrupa.

Sprecyzujmy podana wyzej heurystyke w szczeg6lnym przypadku. Zalézmy, ze iR C p(A) i

(4.5) sup [|R(i€, A)||(x) < oo
geRr

Woéwezas argument szeregu Neumanna daje w < 0, takie ze w + iR C p(A), jak réwniez

(4.6) sup ||R(w + i€, A)| £(x) < oo.
£ER
Dalej mozemy skorzystaé z (4.6), aby otrzymaé

(@7) /R 1R (w + i€, A)z x dé < 00

dla kazdego = w dziedzinie ulamkowej D((—A)%) dla « > 1. Ponadto wtedy (4.3) istotnie implikuje
(4.4) dla takich z.

Argument ten jest prawdziwy dla dowolnych przestrzeni Banacha. Z drugiej strony jesli X jest prze-
strzenia Hilberta, to zastosowanie twierdzenia Plancherela do (4.3) daje nam, ze (4.6) implikuje (4.4)
dla kazdego = € X. Jest to tzw. twierdzenie Gearharta-Priissa (poréwnaj [30, Twierdzenie V.1.11]).
Réznica miedzy uzyskaniem (4.4) dla kazdego x € X a jedynie dla z € D((—A)%) dla a > 1 jest istot-
na w praktyce. W wiekszosci zastosowan do réwnan rézniczkowych czastkowych A jest operatorem
rézniczkowym, wiec elementy dziedzin utamkowych D((—A)%) staja sie ,, gladsze” wraz ze wzrostem a.
Zatem dla przestrzeni Hilberta (4.5) zadaje (4.4) dla dowolnie niegladkich danych poczatkowych, pod-
czas gdy dla ogdlnych przestrzeni Banacha otrzymujemy (4.4) tylko dla odpowiednio gtadkich danych
poczatkowych.

Stad naturalnym podej$ciem wydaje si¢ préba rozluznienia dotychczasowych zalozen. Rozpatrzymy
dwa nieprecyzyjnie sformulowane problemy, jakie si¢ wéwczas pojawiaja;

(P1) Otrzymac (4.4) dla ¢ € D((—A)*) dla pewnego w < 01 0 < a < 1, zakladajac, ze bazo-
wa przestrzen Banacha ma wiecej wlasnosci niz w pelnej ogélnosci, ale mniej niz przestrzen
Hilberta;

(P2) Okresli¢ asymptotyke orbit pélgrupy, zakladajac, ze istnieje M : [0,00) — [0, 00), dla ktérego
M(\) — oo gdy A — oo, takie ze

IR(GE, A)lloxy) < M([€]), €€R.

Pierwsze z powyzszych wystepuje w praktyce z nieliniowych réwnan na przestrzeniach L2, gdzie pewne
nieliniowosci (np. nieliniowo$ci wykladnicze) zmuszaja do przeniesienia rozwazan do L? dla p # 2. Z
drugiej strony (P2) jest interesujacy nawet dla przestrzeni Hilberta, gdy doprecyzowujemy rozwazania
asymptotyki zadane z (4.4). Takie zachowania pojawiaja sie w zastosowaniach do zaburzonych réwnan
falowych, gdzie (4.5) czesto nie zachodzi.

4.3. Dotychczasowe wyniki nt. (P1). Dla lepszego zilustrowania problemu i kierunku badan skupimy
sie na moment na klasycznym problemie analizy harmonicznej.

Mnozniki Fouriera. Dla p € [1,00) i funkeji mierzalnej m : R — C o temperowanym wzroscie cheieli-
bysmy okresli¢ zalozenia na symbol m, dla ktérych operator mnoznika Fouriera
(4.8) Tn(f) = FHm-F(f), feSR),

przediuza sie w sposéb ograniczony do LP(R). Jedli p = 2, to z twierdzenia Plancherela mamy T, €
L(L?(R)) wtedy i tylko wtedy, gdy m € L>(R), gdzie

1Tl 22 ®)) = M|l Lo (r)-
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Proste kryterium istnieje takze dla p = 1: mamy T;,, € L(L*(R)) wtedy i tylko wtedy, gdy m € L'(R).
Jednakze problem ten jest wysoce nietrywialny dla 1 < p < oco. Twierdzenie Mikhlina o mnoznikach
zadaje uzyteczny warunek wystarczajacy (poréwnaj [35, Twierdzenie 5.2.7]): jesli m € C*(R\ {0}) i

sup [m(&)] + [§m/ (§)] < o0,
§#0

to Tp, € L(LP(R)) dla kazdego 1 < p < 0.

Okazuje sie, ze powyzszy klasyczny problem analizy harmonicznej ma zastosowania do réwnan
ewolucyjnych, przede wszystkim do pytan o maksymalna LP regularnos$é¢ (poréwnaj [53]). Mozna tutaj
uogolni¢ (4.8) do przypadku nieskoriczenie wymiarowego poprzez rozwazenie przestrzeni Banacha X i
Y, symboli m : R™ — L(X,Y") o wartosciach operatorowych i odpowiadajacego operatora

Tin(f) = F Hm-F(f)), feSR":X).
Dla p,q € [1,00] przyjmujemy m € M, (X,Y), jedli istnieje C' > 0, takie ze || T (f)|lLo@nyyy <

Cllfllr@n;x) dla kazdego f € S(R™;X) i méwimy wéwezas, ze m jest ograniczonym (LP(R™; X),
L1(R™;Y)) mnoznikiem Fouriera. Dla p < oo implikuje to, ze T, przediuza sie do ograniczonego od-
wzorowania z LP(R™; X) do L9(R™;Y). Dla p = oo funkcje Schwartza nie sa geste w L (R™; X), ale
klasa (L°°(R™; X), LY(R™;Y")) mnoznikéw Fouriera jest przewaznie wystarczajaco mata, aby odpowia-
dajacy operator istotnie przediuzal sie do L>°(R"™; X') w inny sposéb. Co wiecej, przypadek p = co nie
jest dla nas szczegdlnie istotny, a uzywanie tej terminologii upraszcza sformutowania naszych wynikéw.
Piszemy zatem stosownie

(4.9) Imlla, . xv) == |1 Tmll o @eix),La@niyy)

dla m € M, 4(X,Y). Dla ulatwienia pomijamy wymiar n w tejze notacji.
Weis pokazat w [31], ze m € M, ,(X,Y) dla kazdego 1 < p < oo jedli X i Y sg przestrzeniami
UMD, m € CY(R\ {0}; L(X,Y)) oraz gdy

(4.10) {m(&) [ € € R\ {0}} and {{m/(€) | € € R\ {0}}
sa R-ograniczone w £(X,Y"). Odsylamy do [417] po definicje i wlasnosci R-ograniczonosci. Szczegdlnym
przypadkiem symbolu o wartosciach operatorowych, do ktérego stosujemy te teorie, jest

m(§) == R(i&, A), E€R,

gdzie A generuje Co-pétgrupe i {A € C | Re(A) > 0} C p(A4). Warunek Weisa na mnoznik dla tego
szczegblnego symbolu jest gldéwnym narzedziem w teorii maksymalnej LP regularnodci.

Teoria stabilnosci. Rezolwenta pojawia sie takze jako mnoznik Fouriera w asymptotycznej teorii réw-
nan ewolucyjnych. Istotnie zatézmy jak wezesniej, ze A generuje Co-péigrupe, dla ktérej | T(t)| z(x) <
C dla pewnego C > 0 i wszystkich ¢ > 0 oraz ze zachodzi (4.5). Ustalmy w < 0, takie ze zachodzi
(4.6). Niech @ > 0 i przyjmijmy

(4.11) m(§) :i=Ix + (@ —w)R(w+i,A), £eR.
Wéwcezas

Je® Ttz t>0,
(4.12) t— f(t) = {0 t <0,

jest elementem LP(R; X) dla wszystkich 2 € X i 1 < p < co. Ponadto (4.2) i tozsamo$é¢ rezolwenty
daja

m()Ff(€) = Ix + (@ —w)R(w+i&, A)R(w+ i, A)x = R(w + i€, A)z.
Zatem dla z € D((—A)?*) dla a > 1 mozemy zastosowaé (4.7), aby uzy¢ odwrotnej transformaty
Fouriera w (4.3), by otrzymac
(4.13) T (W) = F 1 (m - Ff)(t) = T (f) (1)

dla t > 0. To z kolei daje (4.4) dla x jak wyzej. Jesli m jest ograniczonym (LP(R™; X), LP(R™; X))
mnoznikiem Fouriera dla pewnego p € [1, 00], to nietrudno potaczy¢ (4.13) z gestoscia D((—A)*) w X,
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by uzyskaé¢ (4.4) dla kazdego x € X. Ten abstrakcyjny zwiazek miedzy teoria mnoznikéw Fouriera a
asymptotyczna teorig réwnan ewolucyjnych mozna znalezé np. w [54], choé réwnowazne sformulowanie
w jezyku konwolucji siega znacznie dawniej (poréwnaj np. [76, Rozdziat 3.3]).

Jesli X jest przestrzenia Hilberta, to twierdzenie Plancherela i (4.6) implikuja, ze m € My 2(X, X),
odzyskujac w ten sposéb twierdzenie Gearharta-Priissa. Jednakze argument ten nie dziata, gdy X nie
jest przestrzenia Hilberta. Z drugiej strony wiekszos¢ przestrzeni, ktére pojawiaja sie w zastosowaniach
do réwnan nieliniowych sg same w sobie przestrzeniami L? nad pewna przestrzeniag miary, a dla
1 < q < 00 sa to przestrzenie UMD. Zatem naturalnym wydaje sie¢ usilowanie zastosowania twierdzenia
Weisa. Niestety pomimo ze zalozenie (4.10) jest naturalne dla teorii maksymalnej regularnosci, nie jest
ono szczegdlnie uzyteczne w zastosowaniach do asymptotycznej teorii pétgrup. Istotnie zalozenie, ze

{em(©) [ € e R\{0}} = {~i(& ~ w)éR(w +1i&, A)* | € € R\ {0}} C L(X)

jest R-ograniczony lub choéby jednostajnie ograniczony, jest bliskie zalozeniu, ze A generuje pélgrupe
analityczna. Co wiecej, (wykladnicza) asymptotyczna teoria pélgrup analitycznych jest dobrze zbadana
i znacznie latwiejsza od przypadku ogdlnego, poréwnaj [0, Twierdzenie 5.1.12].

Przez dlugi czas przeszkoda ta oznaczala, ze mnozniki Fouriera byly malo uzyteczne w zastosowa-
niach praktycznych do asymptotycznej teorii rownan ewolucyjnych.

4.4. Dotychczasowe wyniki nt. (P2). Badania nad doprecyzowaniem zachowania asymptotycznego
pojawily sie w naturalny sposéb w zastosowaniach do zaburzonych réwnan falowych, co wyjasniamy
ponizej

Opis problemu. Méwimy, ze podzbiér U zwartej spdjnej rozmaitosci riemannowskiej M bez brzegu
spelnia warunek sterowalnosci geometrycznej, jesli istnieje L > 0, takie ze kazda geodezyjna dlugosci
co najmniej L przecina U. Rauch i Taylor pokazali w [67], Ze energia rozwiazail zaburzonego réwnania
falowego z gladka niezerowa funkcja zaburzajaca b : M — [0, 00), maleje wykladniczo, gdy zbiér {z €
M | b(x) > 0} spelnia warunek sterowalnosci geometrycznej. Z [66] wynika, ze warunek sterowalnosci
geometrycznej jest takze konieczny dla wykladniczego zaniku energii i podobne wilasnosci zachodza
dla rozmaitosci z brzegiem (poréwnaj [11] i [22]). Ponadto tatwo skonstruowaé przykiady, gdzie obszar
zaburzenia nie spelnia warunku sterowalnosci geometrycznej - wystarczy upewnié sie, ze zaburzanie
nie wystepuje w pewnym otwartym otoczeniu co najmniej jednej geodezyjne;.

Przy formulowaniu nietrywialnego zaburzonego réwnania falowego jako réwnania ewolucyjnego na
X = L*(M) polgrupa rozwiazan (T'(t)):>o jest jednostajnie ograniczona, jej generator A spekia
iR C p(A) i dla kazdego x € X mamy T'(t)z — 0 gdy t — co. Jednakze warunek jednostajnej ograni-
czonodci (4.5) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy obszar zaburzenia spelnia warunek sterowalnosci
geometrycznej. Stad gdy warunek ten nie jest spelniony, argumenty poprzedniego rozdziatu nie stosuja
sie i spodziewamy sie napotkaé bardziej wyszukany zanik (poréwnaj np. [4,21,50]).

Moéwiac heurystycznie, z (4.3) dla w = 0 otrzymujemy, ze tempa wzrostu rezolwenty sa odwrotnie
proporcjonalne do temp spadku pélgrupy. Jednakze jesli chcie¢ sformalizowaé te heurystyke, napoty-
kamy dwie przeszkody. Po pierwsze, w ogélnosci nie mozemy oczekiwaé jednostajnego tempa zaniku
dla kazdego z € X, gdyz prosty argument pokazuje, ze taki zanik jednostajny implikowalby zanik
wyktadniczy 1 (4.5). Zatem naturalnym wydaje sie rozwazenie warunku poczatkowego x € D(A), dla
ktérego orbita pdlgrupy t — T'(t)x jest klasycznym rozwiazaniem odpowiadajacego abstrakcyjnego
zagadnienia Cauchy’ego (4.1). Po drugie, generator pélgrupy rozwiazan zaburzonego réwnania falo-
wego nie jest operatorem normalnym, wiec precyzyjne okreslenie zaleznos$ci miedzy tempami zaniku
dla pélgrupy i tempami wzrostu dla rezolwenty nie jest trywialne.

Zauwazmy, ze okreslenie zaleznosci miedzy tempami wzrostu rezolwenty i tempami zaniku jest nie-
zwykle wazne w praktyce. Istotnie, jak pokazaliSmy wczesniej, znacznie latwiej jest badaé rezolwente
niz pélgrupe i w zastosowaniach praktycznych zazwyczaj uzyskujemy odpowiednie ograniczenia na
norme rezolwenty. Dzieki nim otrzymujemy tempa zaniku dla klasycznych rozwiazan réwnania ewolu-
cyjnego i staramy sie zrozumie¢, jakie doktadnie tempo zaniku odpowiada zaobserwowanemu tempu
wzrostu rezolwenty.



Sprébujmy sprecyzowaé ten opis. Niech A generuje jednostajnie ograniczona Co-pélgrupe (T'(t))¢>0,
taka ze iR C p(A) iniech M : [0,00) — [0, 00) bedzie jak w (P2). Mamy wtedy M (A) — oo gdy A — oo
i

(4.14) I1R(i&, Allcx) < M), € €R.

Aby okresli¢ tempa zaniku klasycznych rozwiazani (4.1), musimy otrzymaé oszacowania na norme
IT(HA  2(x)» gdyz

IT®)2llx < ITHA™ coollAzllx < ITOA oozl

Dotychczasowe wyniki. Batkai, Engel, Priiss i Schnaubelt otrzymali w [12] pewne wczesne wyniki
dotyczace zwiazku miedzy tempami wzrostu M i tempami zaniku dla pélgrupy. Autorzy rozwazali M,
dla ktérych M(A) = A* gdy A — oo dla pewnego « > 0. Pokazali, ze wéwczas (4.14) implikuje, ze dla
kazdego € > 0 istnieje C; > 0, takie ze

1
ITOA " x < Com 1 ox.

Udowodnili takze implikacje odwrotna, ponownie ze strata rzedu wieclomianowego €. Lepsze oszaco-
wania dla przestrzeni Hilberta otrzymali Liu i Rao w [57].

Wspomniane wezesne wyniki zostaly poprawione przez Batty’ego i Duyckaertsa w [14] przy uzyciu
podejscia teorii tauberowskiej. Zalézmy bez utraty ogdlnosci rozwazan, ze

M()‘) = sup |‘R(7’€7A)HE(X) A >0,
l€1<x

i przyjmijmy

Miog(A) :== M(X)(log(1+ M(X)) +log(1+ ), X>0.
Poniewaz M i Miog sa niemalejace, maja (by¢ moze wiecej niz jedne) prawostronne elementy odwrotne
M-1i Mlggl odpowiednio. Batty i Duyckaerts pokazali, ze istnieja ¢, C' > 0, takie ze

C _
(4.15) ———— < T A 2 x)

C
M~1(Ct) = M Y(ct)

log

dla odpowiednio duzych t. Dla wielomianowych M lewa strona rézni sie od prawej o czynnik logaryt-
miczny. Postawili oni takze hipoteze, ze ograniczenie z prawej strony w (4.15) jest ostre na ogdlnych
przestrzeniach Banacha, ale ze mozna je poprawié¢ na przestrzeniach Hilberta.

Ich hipoteza zostala w wiekszosci udowodniona przez Boricheva i Tomilova w nowatorskiej pra-
cy [20]. Pokazali oni, ze istotnie nie mozna poprawié¢ prawej strony (4.15) dla ogéluych przestrzeni
Banacha. Co wiecej, jesli X jest przestrzenia Hilberta i jesli M(\) = A* dla A > 1, to

C
(4.16) IT(OA™ | 2x) < M (ch)
dla pewnych ¢, C' > 0 i odpowiednio duzych t. W potaczeniu z lewa strona (4.15) pokazuje to z doktad-
noscia do stalych, jakiego najlepszego tempa zaniku mozemy oczekiwa¢ w klasycznym rozwiazaniu:
mamy [|T(t) A7 z(x) = t=1/% gdy t — co. Praca ta byla szeroko wykorzystywana do uzyskania temp
zaniku dla zaburzonych réwnan falowych (poréwnaj np. odwolania w [13]).

Zauwazmy, ze cho¢ przypadek wiclomianowo rosnacego M jest najbardziej interesujacy z punktu
widzenia zastosowan, [20] nie odpowiada w petni na hipoteze Batty’ego i Duyckaertsa. Z drugiej strony
mozemy skonstruowaé przyklady, ktére pokazuja, ze (4.16) nie zachodzi na przestrzeniach Hilberta dla
kazdego M, nawet jesli zalozymy, ze (T(t)):>0 jest pélgrupa normalna. Okreslenie, dla jakich M (4.16)
zachodzi, pozostato wiec problemem otwartym. W [13] Batty, Chill i Tomilov uzyli zaawansowanych
narzedzi teorii rachunku funkcyjnego, aby uzyskaé (4.16) dla pewnych tzw. reqularnie zmieniajgcych sie
M - klasy, ktéra zawiera w sobie wielomiany. Pokazali réwniez, ze (4.16) zachodzi dla kazdej pélgrupy
normalnej (T'(t))¢>0 wtedy i tylko wtedy, gdy M ma wlasnosé nazywang dodatnim wzrostem. Wiasnosci
te wprowadzamy w Definicji 4.12, ale chcielibysmy tu zaznaczy¢, ze kazda regularnie zmieniajaca sie
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funkcja (o dodatnim indeksie) ma dodatni wzrost. Ponadto kazda funkcja M rozwazana w [13] jest
regularnie zmieniajaca sie.

Zauwazmy ponownie, ze w zastosowaniach waznym jest okreslenie, dla jakich M (4.16) zachodzi,
poniewaz laczac (4.16) z lews strona (4.15), otrzymujemy dokladne tempo zaniku dla klasycznych
rozwiazall stowarzyszonego abstrakcyjnego zagadnienia Cauchy’ego. Mimo to po wynikach [13] nie
bylo jasne, jak dalej postepowac przy tym problemie. Ponadto nie bylo tez jasne, jak tak subtelne
zachowanie asymptotyczne odnosi si¢ do teorii mnoznikéw Fouriera o wartosciach operatorowych,
ktéra w naturalny sposéb pojawia si¢ w (I’1) przy rozwazaniu wykladniczego zaniku pélgrup.

4.5. Spis osiagnieé. Artykuly (R1)-(R5) w sumie skupiaja nastepujace osiagniecia:

(O1) Wyksztalcenie teorii mnoznikéw Fouriera (LP, L) o warto$ciach w przestrzeni operatoréw w
przypadku p # g,

(02) Zastosowanie tejze teorii do Problemu (P1), by wskazaé, jak mozna uzy¢ mnoznikéw Fouriera
do uzyskania konkretnych temp zaniku na przestrzeniach Banacha nie bedacych przestrzeniami
Hilberta,

(O3) Powiazanie teorii mnoznikéw Fouriera z warto$ciami operatorowymi z doprecyzowanym zani-
kiem w Problemie (P2), otrzymujac w ten sposéb nowe konkretne tempa zaniku,

(04) Uzycie tychze mnoznikéw Fouriera o wartosciach operatorowych do uzyskania precyzyjnych
temp wzrostu dla pélgrup, majac jedynie zalozenia spektralne na stowarzyszony generator,

(O5) Znalezienie peinej odpowiedzi na hipoteze Batty’ego i Duyckaertsa poprzez okreslenie funk-
cji M, dla ktérych (4.16) zachodzi dla wszystkich pdélgrup na przestrzeniach Hilberta oraz
poprawienie prawej strony (4.15) dla klasy funkcji, dla ktérych (4.16) nie zachodzi.

Ponizej opisujemy, jak osiagneliSmy te wyniki we wspomnianych artykutach.

4.6. Cel (01). W 2015 roku Veraar wraz z autorem spostrzegli, ze kilka znanych wynikéw nt. Pro-
blemu (P1), ktére uzyskano przy uzyciu zasadniczo réznych metod, mozna udowodnié w ujednolicony
sposéb formutujac je w terminach wlasnosci mnoznikéw Fouriera (LP, L?) rezolwenty. Dalo to takze
nowe wyniki dotyczace wykladniczej stabilnosci pélgrup na przestrzeniach Banacha nie bedacych prze-
strzeniami Hilberta. Jednakze wéwczas niewiele bylo wiadomo o teorii mnoznikéw Fouriera (LP, L?)
o wartosciach operatorowych, zapewne z powodéw, ktére tlumaczymy ponizej. Stad Veraar i autor
postanowili wyksztalcié¢ taka teorie w artykulach (R4) i (R5). Artykut (R4) skupia sie na mnoznikach
Fouriera o wartosciach operatorowych pomiedzy LP(R™; X) a LI(R™;Y) dla przestrzeni Banacha X
1Y, a (R5) zawiera podobne wyniki co (R4) dla mnoznikéw Fouriera miedzy odpowiednimi prze-
strzeniami Besova. Mnozniki drugiego typu pojawiaja sie w naturalny sposéb, gdy rozwazamy pewne
przypadki koficowe w teorii (L?, L?), co wyjasniamy ponizej.

Mmnozniki Fouriera o wartoSciach operatorowych. W przypadku skalarnym, teoria mnoznikéw Fouriera
(LP(R™), L1(R™)) dla p # ¢ jest stosunkowo prosta. Jesli p > ¢, to jedynym ograniczonym mnoznikiem
Fouriera z LP(R™) do L(R™) jest operator zerowy. Co wiecej, z grubsza rzecz biorac, aby otrzymad
ograniczonosé¢ dla istotnie duzej klasy mnoznikéw Fouriera, musimy mieé¢ p < 2 < ¢ (poréwnaj [45]).
Niech wtedy m : R™ — C bedzie mierzalne, takie ze

(4.17) sup [¢]" 9 m(¢)] < oo
40

Dla s € R przez |D|® rozumiemy mnoznik Fouriera z symbolem ¢ — [£|®. Niech s1,s2 € [1, 00] beda
takie, ze = =n(1—1)i L =n(3—1) oraz niech H? (R™) = |[D|~* LP(R") i HZ,(R") = |D|~*>L9(R"™)
S1 P S2 q 1 2

beda jednorodnymi przestrzeniami potencjaléw Bessela'. Wéwczas mozemy uzyé zanurzen Soboleva,

lUZywamny tejze terminologii zamiast czesciej spotykanych ,, jednorodnych przestrzeni Soboleva”, gdyz w przypadku
wartosci wektorowych przestrzenie potencjaléw Bessela na ogdt nie pokrywaja sie z przestrzeniami Soboleva zdefinio-
wanymi w klasycznym sensie.
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twierdzenia Plancherela i (4.17), by otrzymaé
Ton (P oty 1T oy = DI Ton ) gy S D1 s

4.18
( = Hf||H2 NEDRS S llze @)

dla wszystkich f € S(R"), pokazujac w ten sposéb, ze T,, : LP(R™) — L9(R™) jest ograniczony.
Zauwazmy, ze w przeciwienistwie do przypadku p = ¢ # 2 nie uzyskujemy tutaj gtadkosci m dla
otrzymanego twierdzenia o mnoznikach. Mimo ze mozna uzyskac bardziej wyszukane wyniki, procedura
ta juz daje liczna klase uzytecznych mnoznikéw Fouriera (LP(R™), LI(R™)).

Ta sama metoda dziata dla mnoznikéw (LP(R™; X), L9(R™;Y")) dla symboli z wartosciami opera-
torowymi m : R" — L£(X,Y), o ile X i Y sa przestrzeniami Hilberta. Jednakze w tym wypadku
zazwycza]j bardziej uzyteczne jest uzycie twierdzenia Plancherela dla p = ¢ = 2. Z drugiej strony jesli
X lub Y nie jest przestrzenia Hilberta, to podejscie to zasadniczo psuje sie.

Mozliwe, iz niewiele bylo wiadomo o mnoznikach Fouriera (LP(R™; X), L4(R™;Y)) z wartodciami
operatorowymi z trzech powodéw. Po pierwsze, teoria ta jest stosunkowo prosta dla X =Y = C. Po
drugie, nie bylo jasne, jakie zastosowania mialaby taka teoria. Po trzecie, nie bylo jasne, jak podejsé
do faktu, iz techniki przypadku skalarnego najwyraznicj psuja si¢ w sposob zasadniczy.

Mimo to, uogdlnienie teorii skalarnych mnoznikéw Fouriera (L?, L?) do przypadku wartoséci wekto-
rowych okazuje si¢ mozliwe pod warunkiem odpowiednich geometrycznych zatozen na bazowe
przestrzenie Banacha. Co ciekawe, zalozenie przestrzeni UMD, ktore jest kluczowe dla teorii wartosci
wektorowych gdy p = ¢, nie odgrywa prawie zadnej roli gdy p # ¢. Zamiast tego geometria prze-
strzeni bazowych X i Y pochodzi z wlasnosci takich jak typ Fouriera, typ, czy kotyp. Wilasnosci te sa
w pewnym sensie bardziej ,ilo$ciowe” niz wlasno$é UMD, gdyz zawieraja parametry px € [1,2] and
gy € [2,00], ktére z kolei sa powiazane z wartodciami p i ¢, dla ktérych mozemy otrzymaé twierdzenia
o mnoznikach (LP(R™; X), L4(R™;Y)).

Konkretne wyniki. Mozemy uzy¢ réznych technik, aby przedtuzy¢ teorie skalarng do przypadku
wartosci wektorowych. Skupimy sie tutaj na dwdéch takich przedluzeniach. Pierwsze zawarte w Stwier-
dzeniu 3.9 w (R4) jest proste do udowodunienia, ale mimo to do$¢ uzyteczne w zastosowaniach. Mowimy,
ze przestrzen Banacha X ma typ Fouriera p € [1,2], jesli F : LP(R™; X) — ¥ (R™; X) w sposéb ogra-
niczony. Przypomnijmy tez, ze przyjmujemy m € M, ((X,Y), gdy Tr, : LP(R™; X) — LY(R™Y) jest
ograniczony.

Stwierdzenie 4.1. Niech X bedzie przestrzemq Banacha z typem Fouriera p € [1,2] i niech Y b@dzze
przestrzeniaq Banacha z typem Fouriera ¢' dla q € [2,00]. Niech r € [1,00] bedzie takie, Ze 1 = % -2
i niech m : R™ — L(X,Y) bedzie silnie mierzalne i takie, ze [ — |m(&)|cxv)] € LT(R”) Wowczaa
me M, (X,Y).

Dowdd. Poniewaz % = % — 1%’ mozemy uzy¢ nieréwnosci Holdera i zalozen na X i Y, by otrzymacd
1T (Dl aensyy S ImF (D per @iy S NF Do @nx) S N lle@nix)
dla kazdego f € S(R™; X). O

Zauwazmy, ze zalozenie na m jest spelnione, gdy istnieje € > 0, takie ze

(4.19) “HmET D m(©) | exyy < o0,

dajac tym samym przedluienie (4.17) ze strata rzedu e.

Nasz drugi wynik zawiera inny analog warunku (4.17). Jego wynik jest blizej zwiazany z podejsciem
w przypadku skalarnym i uzywa pojeé¢ typu i kotypu przestrzeni Banacha (poréwnaj [47]). Mimo
ze nie mozemy polegaé¢ bezposrednio na twierdzeniu Plancherela gdy X i Y nie sg przestrzeniami
Hilberta, Kalton i Weis zauwazyli, ze istnieja sposoby na wprowadzenie struktury przestrzeni Hilberta
na ogdlnych przestrzeniach Banacha. Dokladniej rzecz ujmujac, uzywamy w tym celu teorii operatoréw
~v-radonujgcych (poréwnaj [50, 78]), wykorzystujacej przestrzenie funkcyjne v(R™; X) i v(R™;Y), na



ktérych dostepne sa odpowiedniki twierdzenia Plancherela, jak réwniez inne wilasnosci pochodzace
z przypadku przestrzeni Hilberta. Co wiecej, przy zalozeniach na typ i kotyp X i Y wspomniane
~-przestrzenie zanurzaja sie w klasycznych skalach H;(]R”; X) i H };(R”; X)) przestrzeni potencjaléw
Bessela [79]. Wéwezas uzywajac podobnego argumentu co w (4.18), mozna udowodnié¢ nastepujacy
wynik - Twierdzenie 3.18 w (R4).

Twierdzenie 4.2. Niech X Y bedq przestrzeniami Banacha, takimi ze X ma typ po € (1,2], a Y ma
kotyp qo € [2,00). Niech p € (1,pg) i ¢ € (qo,0) oraz niech m : R" \ {0} — L(X.,Y) bedzie silnie
mierzalne, takie Ze zbior

(4.20) {le"G=3m(e) |¢ € R"\ {0}} C L(X,Y)

jest R-ograniczony. Wowczas m € My, o(X,Y). Jeslipg = 2 lub qo = 2, to mozemy przyjeé odpowiednio
p=po lub g = qp.

Zalozenia na typ i kotyp w Twierdzeniu 4.2 sa (z dokladnoscia do straty rzedu ¢) konieczne (po-
réwnaj Rozdzial 3.6 w (R4)). Zalozenie R-ograniczonosci na (4.20) stosuje sie, aby mieé¢ pewnosé,
ze przemnazanie przez m odwzorowuje v(R™; X) w v(R™;Y). Zalozenie to jest réwniez konieczne w
og6lnym przypadku. Jednakze jesli X =Y i m jest symbolem o wartosciach skalarnych, dziatajacym
na X przez mnozenie, to warunek R-ograniczonosci na (4.20) redukuje sie do zalozenia (4.17) dzieki
zasadzie kontrakcji Kahane’a. Okazuje sig, ze nawet dla takich mnoznikéw o wartosciach skalarnych
Twierdzenic 4.2 bylo nowoscia w przypadku wartosci wektorowych.

Nie jest jasne, czy mozemy przyja¢ p = po lub ¢ = g9 w Twierdzeniu 4.2 odpowiednio dla py <
2 lub g > 2. Stad wynik ten wydaje sie dawaé podobna strate rzedu e w odniesieniu do (4.17)
co Stwierdzenie 4.1 i z dodatkowym zalozeniem R-ograniczonosci. Jednakze mimo iz pojecia typu
Fouriera, typu i kotypu sa blisko zwiazane, nie sa one tozsame. Przyktadowo jesli X = L7(2) dla
przestrzeni miary Q i o € [1,00), to X ma typ Fouriera p = min(c,¢’), typ po = min(c, 2) i kotyp go =
max(o’,2). Oznacza to, ze dla przestrzeni Lebesgue’a, ktére pojawiaja sie najczesciej w zastosowaniach,
zalozenie na zanik m w Twierdzeniu 4.2 jest wyraznie slabsze niz to w Stwierdzeniu 4.1.
Przestrzenie Besova. Mozliwym jest unikniecie straty rzedu ¢ w (4.19) i Twierdzeniu 4.2 dzieki prze-
strzeniom Besova o wartosciach wektorowych (po wiecej informacji na ich temat poréwnaj np. [2]).
Mnozniki Fouriera o wartosciach operatorowych na przestrzeniach Besova byly badane w [34,16], ale
tam symbole spelniaja warianty twierdzenia Mikhlina, a operatory dzialaja miedzy przestrzeniami
B, ,(R"; X) a By (R Y) dlas € Rip,v € [L,o0]. Spojrzenie to mozemy rozumie¢ jako odpowiednik
przestrzeni Besova mnoznikéw Fouriera (LP, LP), choé¢ na przestrzeniach Besova warunek UMD nie gra
zadnej roli [2] i we wspomnianych pracach jest zastapiony przez zalozenia na typ Fouriera bazowych
przestrzeni.

W (R5) Veraar i autor otrzymali odpowiedniki naszych wynikéw dotyczacych mnoznikéw Fouriera
(LP, LY) dla przestrzeni Besova. Ponownie rozpatrujemy zaréwno zalozenia na typ Fouriera przestrzeni
bazowych, jak i zalozenia na typ i kotyp. Szczegdlny przypadek naszego wyniku jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.3. Niech X ¢ Y bedq przestrzeniami Banacha, takimi e X ma typ p € [1,2], a Y ma
kotyp q € [2,00]. Niech m : R"\ {0} — L(X,Y") bedzie silnie mierzalne i takie, ze zbidr

(4.21) {m(©) € e R"\ {0}} C L(X,Y)
jest R-ograniczony. Wowczas Ty, : B;U(R";X) — B;;n(;_a)(R";Y) jest ograniczony dla kazdego

seR ive[l,00].

Zauwazmy, ze istotnie nie otrzymujemy e-straty w (4.21) w odniesieniu do zalozent geometrycznych
na X i Y. De facto przy uzyciu zanurzen miedzy przestrzeniami Besova a przestrzeniami potencjaléw
Bessela Twierdzenie 4.3 daje twierdzenie o mnoznikach (LP, L9), ktére dotyczy krytycznych wyklad-
nikéw p = pg i ¢ = qo w Twierdzeniu 4.2, ale zawiera ono silniejszy warunek niz (4.20) (poréwnaj
Twierdzenie 4.6 w (R5)). Z drugiej strony, uzywajac zanurzenia Bg’l(R;X) C LY(R; X) przy zaloze-
niach Twierdzenia 4.3, natychmiast otrzymujemy

(5-1)

(4.22) T By *(R;X) = LUR;Y).
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Mozemy takze znalezé odpowiednik Stwierdzenia 4.1 w (R5), ponownie przy zalozeniach na typ Fo-
uriera.

Dowdd Twierdzenia 4.3 ponownie uzywa struktury przestrzeni Hilberta, ktéra jest uchwycona przez
przestrzenie v(R™; X) i v(R™;Y). Jednakze e-strata w zanurzeniach tychze przestrzeni w skale prze-
strzeni potencjaléw Bessela, ktora z kolei daje strate w Twierdzeniu 4.2, nie pojawia sie dla funkcji ze
zwartym noénikiem Fouriera. Poniewaz norma przestrzeni Besova zawiera sumowanic po LP-normach
funkeji z nosnikiem Fouriera w diadycznych pierscieniach kolowych, mozemy otrzymaé ostrzejsze wy-
niki na zanurzenia y-przestrzeni w skale przestrzeni Besova [19]. To z kolei pozwala na zaostrzenie w
Twierdzeniu 4.3.

Poza mozliwoscia rozwazenia krytycznych wyktadnikéw, ktore sa czesto nieosiagalne w skali
przestrzeni potencjaléw Bessela, sa tez inne integralne zalety rozwazania przestrzeni Besova. Przy-
kladowo, ogdlnie rzecz ujmujac, orbity wagowe Cy-grup sa elementami przestrzeni Besova, gdy dane
poczatkowe pochodza z odpowiedniej przestrzeni interpolacji. Fakt ten zostal powiazany z twierdzenia-

mi o mnoznikach Fouriera na przestrzeniach Besova przez Haasego i autora w [39] oraz przez autora w
(R10) ponizej, aby udowodnié nowe wyniki w teorii rachunku funkcyjnego. Twierdzenia o mnoznikach
Fouriera na przestrzeniach Besova uzyte w [70] pochodza z (R5).

4.7. Cel (02). Po udowodnieniu twierdzeri dla mnoznikéw Fouriera (LP, L?) o wartodciach operato-
rowych nastepnym krokiem jest zastosowanie ich do Problemu (P1), jak to zostalo zrobione w (R3).

Mnozniki Fouriera. Naszym pierwszym gléwnym narzedziem jest nastepujacy zwiazek miedzy wy-
kiadnicza stabilnoscia a mnoznikami Fouriera (LP,L?). Jest to szczegblny przypadek ogdlniejszego
wyniku (poréwnaj np. [54] lub Twierdzenie 5.3 w (R3)).

Stwierdzenie 4.4. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupg z generatorem A na przestrzeni Banacha X.
Niech w' € R bedzie takie, ze X € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > v’ oraz

(4.23) sup  [[R(X, A)l[z(x) < oo
Re(\)>w’

Niech a > 0. Wowczas nastepujgce warunki sq sobie rownowazne:

(1) Dla kaidego w > w' istnieja p,q € [1,00], takie Ze operator mnoznika Fouriera z symbolem
& R(w+ i€, A) jest ograniczony z LP(R; D((—A)%)) do LY(R; X);

(2) Dla kaidego w > W' istnieje C > 0, takie ze |T(t)z||x < Ce “!||z|p((—a)e) dla kazdego
x € D((-A)*) it >0.

Jak zostalo wspomniane w Rozdziale 4.2, argument szeregu Neumanna pokazuje, ze (4.23) zachodzi
dla pewnych w’ < 0 jesli (T(t))¢>o0 jest jednostajnic ograniczony i supeep [|1(i€, A)||£(x) < o0.

Dowéd implikacji (1)=-(2) wynika z zarysu przedstawionego w rozdziale 4.3 z nastepujacymi
uwagami dodatkowymi. Po pierwsze, poniewaz nie zakladaliémy w Stwierdzeniu 4.4, ze (T'(t))¢>0
jest jednostajnie ograniczona, musimy wybraé¢ @ > 0 w (4.11) i (4.12), takie ze (e “*T'(t));>0 jest
wyktadniczo stabilna. Co wiecej, mozna pokazaé, ze jesli zachodzi (1), to mnoznik Fouriera z sym-
bolem jak w (4.11) jest de facto ograniczony z LP(R; D((—A)®)) N LY(R; D((—A4)®)) do L¥(R; X).
Poniewaz f zdefiniowane jak w (4.12) jest elementem LP(R; D((—A)%)) N LY(R; D((—A)%)), (4.13)
koniczy wéwezas dowdd. Implikacja (2)=-(1) wynika z (4.3) 1 nieréwnosci Younga dla konwolugji.

Stwierdzenie 4.4 wydaje sie dawaé narzedzie do rozwiazania Problemu (P1). Jednakze zastosowania
Stwierdzenia 4.4 przede wszystkim skupialy sie na prébach ustalenia (1) z p = ¢, a w tym wypadku
istniejace twierdzenia o mnoznikach Fouriera nie daja uzytecznych wnioskéw dla « € (0,1). Z drugiej
strony techniki wyksztatcone do Celu (O1) pozwalaja podejsé do tegoz problemu w nowatorski sposéb.

Aby méc zastosowaé wyniki Celu (O1), takich jak Stwierdzenie 4.1 czy Twierdzenie 4.2, musimy
otrzymaé wystarczajacy zanik symbolu & — R(w—+i¢, A) jako operatoraz D((—A)%) do X. Na pierwszy
rzut oka (4.23) nie wydaje sie dawaé jakiegokolwiek zaniku. Jednakze istotnie taki otrzymujemy w
konsekwencji nastepujacego lematu (poréwnaj np. [30, Lemat 3.3] lub Stwierdzenie 3.4 w (R3)), ktére
jest naszym drugim gléwnym narzedziu do badania Celu (02).
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Lemat 4.5. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupa z generatorem A na przestrzeni Banacha X. Niech
w' € R bedzie takie, Ze A € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > w' oraz

(4.24) sup  [[R(X, A)ll£(x) < oo.
Re(\)>w’

Wowczas dla wszystkich w > w' i a € [0, 1] istnieje C > 0, takie Ze
(4.25) |R(w + &, Al £(p((—a)+),x) < CA+ )~
dla kazdego &€ € R.

De facto (4.24) i (4.25) sa réwnowazue, ale potrzebowaé bedziemy jedynie implikacji w Lemacie 4.5.
Podobne stwierdzenie zachodzi, gdy zamienimy jednostajne ograniczenia na R-ograniczenia. Lematu
4.5 mozna dowiesé¢ oszacowujac wartosci catek brzegowych, ktére pojawiaja sie w przedstawieniu
rezolwenty w jezyku rachunku funkeyjnego.

Konkretne wyniki. DotarliSmy do momentu, w ktérym mozemy potaczyé¢ wszystkie narzedzia, otrzy-
mujac w ten sposéb nastepujace nowatorskie podejscie do Problemu (P1):

(1) Uzycie Lematu 4.5 do otrzymania zaniku rezolwenty jak w (4.25);
(2) Zastosowanie twierdzen o mnoznikach Fouriera z Rozdzialu 4.3 do symbolu & — R(w'+i€, A) €
L(D((=A)%), X);
(3) Uzycie Stwierdzenia 4.4, aby wywnioskowaé, ze | T(t)z]lx < e™“!||z| p(—a)~) dla pewnych
w < 01 wszystkich z € D((—A)*) it > 0.
Zauwazmy, ze tempo zaniku wymagane w twierdzeniach Rozdziatu 4.6 zalezy od geometrii X (dzie-
dziny ulamkowe D((—A)%) dziedzicza ta geometrie), ktéra z kolei okredla warto$é a w (3).
Jednym z wynikéw, jakie otrzymujemy w ten sposéb przy uzyciu Stwierdzenia 4.1, jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4.6. Niech (T'(t)):>0 bedzie Co-pdlgrupq z generatorem A na przestrzeni Banacha X z ty-
pem Fouriera p € [1,2]. Zaldzmy, ze X\ € p(A) dla kazdego N € C z Re(\) > 0 oraz ze
SUPRe(n)>0 1A, Al £(x) < 00. Wowcezas istnieja C > 0 iw < 0, takic Ze

4.26 Tzl x < Ce |z 1
(4.26) 1T()z||x < [ I\D((_A)p )

dla wszystkich © € D((—A)%_ﬁ) it>0.

Czytelnik mégl zauwazyé, ze jesi p € (1,2), to Stwierdzenie 4.1 daje jedynie
[T(t)zl|x < Ce“!|z|lp(—ay) dla 1 > a > 1 — L. Jednakze zachodzi lemat ciaglosci (poréw-
naj [30, Lemat 3.5] lub Lemat 5.1 w (R3)), ktéry implikuje (4.26), a przypadek p = 1 mozna pokazaé
osobno. Twierdzenie 4.6 otrzymano oryginalnie w [82], a w [80] zostalo ono udowodnione przy wyko-
rzystaniu podejscia podobnego do naszegu, ale uzywajac wariantu twierdzenia Mikhlina o mnoznikach
na przestrzeniach Besova. Nasz dowod opiera si¢ o znacznie prostsze Stwierdzenie 4.1.

Twierdzenie 4.2 z kolei daje wariant Twierdzenia 4.6 przy zalozeniach na typ i kotyp bazowych
przestrzeni Banacha oraz przy zalozeniu R-ograniczonosci rezolwenty (poréwnaj Twierdzenie 5.4 w
(R3)). Wynik ten otrzymano w [77], uzywajac innego podejscia. Nasze metody daja dodatkowe wyniki,
np. dla dodatnich pétgrup, z ktérych niektére bylty udowodnione wezesniej w inny sposéb, a niektére
sa nowe.

4.8. Cel (03). PokazaliSmy, ze mnozniki Fouriera (LP, L9) daja ujednolicony sposéb na podejscie do
problemu wykladniczej stabilnosci, jak i upraszczaja wiele zasadniczo réznych dowodéw. Jednakze
zwigzek miedzy mnoznikami Fouriera a teoria stabilnosci wykladniczej, jak réwniez wiekszos¢ wyni-
kéw dotyczacych stabilnosci, ktére otrzymalismy naszymi metodami, byly juz wczeséniej znane. Nie jest
juz tak jednak w przypadku doprecyzowanych temp zaniku w Problemie (P2). Przykladowo nie bylo
jasne, jak teoria mnoznikéw Fouriera wiaze sie z wielomianowymi tempami zaniku dla orbit pélgrupy
z wartosciami poczatkowymi w dziedzinie odpowiedniej utamkowej potegi generatora. Jednym z glow-
nych osiagnie¢ (R3) bylo powiazanie stabilnodci wielomianowej z mnoznikami Fouriera (LP, LY) oraz
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pézniejsze polaczenie tegoz zwiazku z twierdzeniami Celu (O1), by otrzymaé konkretne wielomianowe
tempa zaniku, ktére uwzgledniaja geometrie przestrzeni bazowych.

W tym rozdziale, podobnie jak w Problemie (P2), rozwaza¢ bedziemy Co-pdlgrupy (T'(t))i>0 z ge-
neratorem A , takie ze A € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > 0. Jednakze tym razem nie bedziemy
ograniczaé si¢ do przypadku supgeg || R(i€, A)||2(x) < oo. Jak wspomnielismy w Rozdziale 4.4, zabu-
rzone réwnania falowe generuja pélgrupy, gdzie zamiast tego mamy ||R(i&, A)||z(x) =~ (1 + [¢])? dla
pewnego 8 > 0 i wszystkich £ € R oraz gdzie spodziewamy sie zaobserwowaé¢ wielomianowe tempa
zaniku dla orbit ¢ — T'(t)z jesli z € D(A). De facto (R3) skupia sie takze na przypadku, gdy 0 € o(A)
i rezolwenta wybucha wielomianowo w otoczeniu zera, ale dla prostoty nie bedziemy tu rowazaé tego
przypadku.

Mnozniki Fouriera. Okazuje sie, ze z takimi doprecyzowanymi formami zachowania asymptotycznego
mozemy poradzi¢ sobie w podobny sposéb co w Rozdziale 4.7, cho¢ aby tego dokona¢, musimy zmo-
dyfikowaé Stwierdzenie 4.4 i Lemat 4.5. Przedluzenie Stwierdzenia 4.4, tj. Twierdzenie 4.6 w (R3),
wyglada nastepujaco.

Twierdzenie 4.7. Niech (T'(t))i>0 bedzie Co-pdlgrupa z generatorem A na przestrzeni Banacha X.
Zatézmy, ze istniejg 8,C" > 0, takie Ze X € p(A) dla kazdego A € C z Re(\) > 0 oraz

(4.27) IR A)ll2x) < C'(1+ AN

Niech o > 0 i n € Zy. Wowczas nastepujace warunki sq rownowazne:

(1) Dla kazdego k € {1,...,n+ 1} istniejg p,q € [1,00], takie Ze operator mnoznika Fouriera z
symbolem & — R(i&, A)* jest ograniczony z LP(R; D((—A)®) do LY(R; X);
(2) Istnicje C > 0, takie ze ||T(t)x]|x < Ct™"||z||p((—a)~) dla wszystkich v € D((—A)*) it > 1.

W przeciwieristwie do charakteryzacji stabilnosci wykladniczej w Stwierdzeniu 4.4, Twierdzenie 4.7
wydaje sie by¢ nowym wynikiem. Zauwazmy, ze wykladnik § w Twierdzeniu 4.7 nie jest zbyt istotny
- musimy jedynie zalozy¢, ze rezolwenta rosnie co najwyzej wielomianowo.

W celu udowodnienia Twierdzenia 4.7 postepujemy analogicznie do dowodu Stwierdzenia 4.4. Dla
implikacji (1)=(2) zauwazamy, ze

1 d"

>~ —i&tyn _ -
(4.28) /O T (adt =

o0

/ e () dt = nl(i€ + A) T e

0

dla kazdego £ € R i odpowiednich z € X, co wynika z (4.3). Ponadto mozemy wykorzystaé fakt, iz
(1) zachodzi dla kazdego k € {0,1,...,n + 1}, aby pokazaé, ze mnoznik Fouriera z symbolem £
R(i€, A"+ jest ograniczony z L*(R; D((—A)%) N LP(R; D((—A)%) do L*(R; X) (de facto uzywamy
tu jedynie sformulowania dla k € {n —1,n,n+ 1} NN). Wéwczas ponownie definiujemy f jak w (4.12)
1 uzywamy tozsamosci rezolwenty oraz (4.28), by uzyskaé (2). Implikacja (2)=-(1) znowu bazuje na
zastosowaniu nieréwnosci Younga.

Dzieki przeskalowaniu Twierdzenie 4.7 de facto uogdélnia Stwierdzenie 4.4. Jednakze w odréznieniu
do przypadku stabilnosci wykladniczej w Rozdziale 4.7, gdzie mnozniki Fouriera (L?,L%) z p # ¢
byly uzyte do uzyskania konkrentych oszacowan zaniku ze Stwierdzenia 4.4, tutaj przypadek p # ¢
jest wrecz konieczny dla charakteryzacji stabilnosci wielomianowej przy uzyciu mnoznikéw Fouriera.
Istotnie wiadomo, ze dowolny ograniczony mnoznik Fouriera (LP, LP) ma jednostajnie ograniczony
symbol, podczas gdy zaburzone réwnania falowe generuja jednostajnie ograniczone pélgrupy, dla kté-
rych ||R(i€, A)|lz(x) nie jest jednostajnie ograniczona. Dla takich pétgrup i dla n = a = 0, (1) nie
moze zachodzié, jedli p 