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Recenzja w postepowaniu habilitacyjnym doktora Macieja Dolegi

Doktor Maciej Dotega przedlozyl do oceny osiaggnigcie naukowe pod tytulem Struktura
kombinatoryczna funkcji symetrycznych Jacka i Macdonalda, a wlasnosci enumeratywne grafow
skladajace si¢ z nastepujgcych publikacji:

[A] M. Dolega, V. Féray: Cumulants of Jack symmetric functions and b-conjecture, Transactions
of the American Mathematical Society 369, 2017, 9015-9039.

[B] M. Dotega: Top degree part in b-conjecture for unicellular bipartite maps, Electronic Journal
of Combinatorics 24, 2017, P3.24.

[C] G. Chapuy, M. Dolega: A bijection for rooted maps on general surfaces, Journal of Combi-
natorial Theory, Series A 145, 2017, 252-307.

[D] M. Dotlega: Strong factorization property of Macdonald polynomials and higher-order Mac-
donald’s positivity conjecture, Journal of Algebraic Combinatorics 46, 2017, 135-163.

[E] M. Dolega: Macdonald cumulants, G-inversion polynomials and G-parking functions, Euro-
pean Journal of Combinatorics, 75, 2019, 172-194.

Omoéwienie wskazanego osiggnigcia habilitacyjnego

Prace naukowe wchodzace w sklad osiagnigcia habilitacyjnego poruszaja zagadnienia z pogra-
nicza teorii funkcji symetrycznych oraz kombinatoryki map. Gléwna ich tematyks jest jeden z
najwazniejszych probleméw zwigzanych z funkcjami symetrycznymi Jacka, zwany Hipoteza-b,
ktéra zaklada, ze pewna funkcja okreslona na funkcjach symetrycznych Jacka jest funkcja tworzg-
cg map dwudzielnych, uwzgledniajaca stopnie ich $cian i wierzchotkéw oraz ich orientowalnogé.
Hipoteza-b zostala postawiona dwadziescia kilka lat temu przez Gouldena i Jacksona i pomimo
intensywnych prac w kierunku znalezienia jej dowodu, ciagle pozostaje otwarta. Osiggniecie
Habilitanta rozwigzuje czgsciowo Hipoteze-b i stanowi wazny krok w kierunku pelnego jej rozwia-
zania. Zanim przejdziemy do oméwienia poszczegdlnych prac, wprowadzimy najpierw niezbedne
pojecia pozwalajace przedstawi¢ Hipoteze-b oraz gléwne wyniki rozprawy.

Przestrzen wielomianéw symetrycznych. Wielomian symetryczny przeliczalnej rodziny
zmiennych x = z1,z2,... nad cialem liczb wymiernych Q to funkcja zmiennych x, ktéra
po wyzerowaniu wszystkich swoich zmiennych poza dowolng ich skoniczong liczbg staje sie
wielomianem symetrycznym (niezmienniczym ze wzgledu na permutacje zmiennych) skoriczenie
wielu zmiennych nad Q. Zbiér takich wielomianéw wraz z naturalnie zdefiniowana operacja
dodawania i mnozenia przez skalar stanowi przestrzei wektorows, oznaczang dalej przez Ag.
Przyktadowymi wielomianami symetrycznymi sg:

e potegowe funkcje symetryczne {pn}nen, gdzie p, = Y cn 7,

e elementarne funkcje symetryczne {en}nen, gdzie en = 31¢ii <. <i, Tiy < - - - * Ti,.

Przestrzen wektorowa Ag, ktéra ma wymiar nieskonczony, rozklada si¢ na sume prosta @ A%
przestrzeni wektorowych wielomianéw jednorodnych stopnia n. Przestrzen wektorowa, AG ma juz
wymiar skoriczony, a jej elementy bazowe w sposéb naturalny indeksowaé¢ mozemy podzialami
liczby n. Podziat A liczby n, oznaczany przez A + n, to nierosnacy ciag ! dodatnich liczb
catkowitych A = (A1 > A2 > ... > )\;) spelniajacy warunek 2521 Ai = n. Dla podziatu A F n,
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przez l()) oznaczamy liczbg skladnikéw . Dla przykladu, potggowe funkcje symetryczne definiuja
baze¢ Ay skiadajaca sig z wielomianéw {p}arn, gdzie A przebiega wszystkie podziaty n, za$ py

jest zdefiniowane podstawieniem py = py, -...-py,. W spos6b analogiczny mozemy otrzymaé bazg
{ex}-n elementarnych funkcji symetrycznych. Wazna baza Ag w kontekscie niniejszej rozprawy
jest baza jednomianéw symetrycznych {my}wn, gdzie my dla podziatu A = (A1 > A2 > ... > X))
powstaje w wyniku symetryzacji jednomianu :c’l\l JUPLY - o8

Standardowo przestrzen wektorowa Ag wyposaza si¢ w iloczyn skalarny Halla, zadany jedno-
znacznie na bazie funkcji potegowych nastepujacymi relacjami ortogonalnoéci:

(PurD2) = 0unzy, gdzie z) = Him”()‘)mi(/\) oraz mi(A) = |7 : Aj =1

Wazing role w kontek$cie niniejszej rozprawy odgrywaja wielomiany symetryczne Schura. Wielo-
miany te definiowa¢ mozna na wiele réwnowaznych sposobéw, migdzy innymi mozna je otrzymaé
w wyniku procesu ortogonalizacji Grama-Schmidta zastosowanego do bazy jednomianéw sy-
metrycznych my, przy czym wektory m) ,ortogonalizujemy” w kolejnosci leksykograficznej
okreslonej na podziatach A.

Funkcje symetryczne Jacka i Macdonalda. Przestrzen wielomianéw symetrycznych rozwa-
za si¢ réwniez nad ciatami innymi niz liczby wymierne Q, miedzy innymi nad ciatem Q(a) funkcji
wymiernych zmiennej a czy cialem Q(g, t) funkcji wymiernych zmiennych q i ¢, nad ciatem Q.
W tak okreslonych przestrzeniach, oznaczonych przez Ag(y) oraz Ag(e,) odpowiednio, mozemy
zdefiniowaé juz funkcje symetryczne Jacka Jﬁa) oraz funkcje symetryczne Macdonalda J)(‘q’t),
ktére podobnie jak wielomiany Schura, otrzymaé mozemy algorytmem ortogonalizacji Grama-
Schmidta zastosowanym do bazy jednomianéw symetrycznych, zastepujac iloczyn skalarny Halla

jego (a)- oraz (g, t)-deformacja':
1— g
PP (@) = Supnzac!®  oraz  (pu,pa)(gs) = Oupar [ T
i

W szczegdblnosci, funkcje symetryczne Schura powstajg z funkcji Jacka w wyniku podstawienia
o = 1, za$ funkcje Jacka powstaja z funkcji Macdonalda w wyniku podstawienia g = t* i przejécia
do granicy gdy ¢ — 1. Wielomiany symetryczne Schura, Jacka, oraz Macdonalda znalazly swoje
zastosowania w wielu dziedzinach matematyki czy fizyki i ze wzgledu na swoja interdyscyplinarna
natur¢ pozostajag w centrum zainteresowan wspoéiczesnej kombinatoryki algebraicznej.

Jednym z klasycznych probleméw teorii funkcji symetrycznych jest ,znalezienie” wspétczynni-
kéw rozkladu a, wielomianu symetrycznego f = °,a,s, w ustalonej bazie {s,}. W przypadku
gdy f € Ag(q,t) mozemy pytaé, czy wspdtczynniki a,, o ktérych a priori wiadomo, ze sg funkcjami
wymiernymi zmiennych g oraz t, nie sg przypadkiem wielomianami czy tez wielomianami o do-
datnich wspétczynnikach catkowitych zmiennych ¢ oraz t. W przypadku odpowiedzi pozytywnej
na ostatnie pytanie poszukuje si¢ zazwyczaj interpretacji kombinatorycznej wspétczynnikéw a,.
Przykladowo, stynny wynik Haglunda, Haimana i Loehra orzeka, ze wspétczynniki a, rozkladu
wielomianu Macdonalda H §\q’t) (jest to tzw. wersja transformowana klasycznej funkcji symetrycz-

nej Macdonalda J)(\q’t), ktérej petna definicja znajduje si¢ w autoreferacie) w bazie jednomianéw
symetrycznych sa wielomianami w ¢ i t o dodatnich wspélczynnikach catkowitych. Co wiece;j,
wielomiany te maja swoja interpretacj¢ kombinatoryczng — sa one zdeterminowane przez pewne
statystyki zwigzane z odpowiednimi wypelnieniami diagraméw Younga dla podziatu \. Na prze-
strzeni lat znaleziono szereg kombinatorycznych interpretacji rozmaitych funkcji symetrycznych,
a czed¢ z nich w zwigzly i przystepny spos6b opisana jest w autoreferacie Habilitanta. Niektore z

1Niniejsza definicja nie uwzglednia wspdlczynnikéw normalizacyjnych — pelng definicje mozna znalezé w

autoreferacie Habilitanta.

2



dostrzezonych zwiazkéw ciagle pozostaja jednak tylko hipotezami, a jedna z nich jest wiasnie
Hipoteza-b.

Hipoteza-b. W latach 90-tych ubieglego stulecia Goulden i Jackson, na bazie wielomianéw syme-
trycznych Jacka, zdefiniowali nastegpujace funkcje nieskoniczenie wielu zmiennych x = (z1, zo,. . .),

Y= (ylﬁy2a" ')7 z = (21,22,...):

(@) (o) (e)
I (x)dy (y) Ty (=
(1) ¢(x,y,z;t,a) — E E A ( )(a? ((a)) A ( )t"
n>1Xn (LY, I

oraz
(2) Y(x,y,2;t, ) = atgz log ¢(x,y,2;t, a)

i badali ich zwigzki z kombinatoryka dopasowan w grafach oraz enumeratywnymi wlasnos$ciami
dwudzielnych map ukorzenionych, odpowiednio. Ukorzeniona mapa to graf wraz z wyrézniong
krawedzig i zorientowang strong tej krawedzi, zanurzony na powierzchni (zwartej, spéjnej,
dwuwymiarowej rozmaito$ci rzeczywistej, orientowalnej badz nie) tak, ze rozcina ja na $ciggalne
obszary, zwane Scianami. Dodatkowo, mapa jest dwudzielna jezeli jej wierzchotki mozemy
pokolorowaé na dwa kolory, czarny i bialty, stanowiace zbiory niezalezne w tej mapie. Poniewaz
funkcje potegowe stanowig baz¢ wielomianéw symetrycznych, mozemy traktowac funkcje 1 jako
szereg formalny zmiennej ¢ nad pierScieniem wielomianéw zmiennych p, q, r o wspétczynnikach
w Q(a), gdzie p = (p1,p2,---), 4 = (q1,92,-..), r = (r1,72,...), 2a$ Pn, Gn, Tn Sa pPoOtegowymi
funkcjami symetrycznymi zmiennych x, y, oraz z. Przy takim podejsciu, dla dowolnych podzialéw
A, p, v liczby n mozemy pytaé o wspétezynnik przy t"pyg,r, w rozwinieciu funkcji ¥(p, q, r;t, @).
Oznaczmy ten wspoélczynnik przez [t"prqur.|¥ (P, q,r;t, ). Goulden i Jackson zauwazyli, bez
podania formalnego dowodu, ze dla dowolnie wybranych podzialéw n wspoéiczynniki te sa
wielomianami zmiennej a o wspélczynnikach catkowitych, ktére po podstawieniu o :== g+ 1
zdaja si¢ mieé¢ tylko dodatnie wsp6iczynniki (teraz jako wielomiany zmiennej ). Zauwazmy, ze
wprost z definicji funkcji 1) wynika, ze wspélczynniki te, ktére oznaczamy dalej przez Q,bﬁ",,(a) =
[t"PAgur ¥ (P, q,T;t, ) oraz v,[)ﬁ‘y,,(ﬂ) = [t"paqur|¥(P, q,1;t, 1 + (), sa funkcjami wymiernymi
zmiennych « oraz (3, odpowiednio. Niech MI)‘J,,, bedzie zbiorem wszystkich dwudzielnych map
ukorzenionych o n krawedziach, o stopniach czarnych i biatych wierzchotkéw zadanych przez
partycje u oraz v, odpowiednio, oraz stopniach $cian zadanych partycja 2A. Badania funkcji 9
sktonity Gouldena i Jacksona do postawienia nastg¢pujacej hipotezy.

Hipoteza-b. Dla dowolnych podzialow A, u,v liczby n zachodzi tozsamosé

v, (B)= Y. pIM),

MEMD,

gdzie n(M) jest pewng liczbg catkowitq nieujemng, zwang ,statystykq orientowalnosci” mapy M,
ktéra jest réwna 0 wtedy ¢ tylko wtedy, gdy mapa M jest orientowalna.

Innymi stowy, hipoteza ta orzeka, ze funkcja 1 jest funkcja tworzaca ukorzenionych map
dwudzielnych, przy czym wspélczynnik 'z/);)’,,(ﬂ) Przy pagur, W rozwinieciu funkcji 9 jest funkcja
tworzacg map o stopniach czarnych i biatych wierzchotkéw oraz stopniach $cian zadanych party-
cjami u, v, A, odpowiednio, wazona wzgledem pewnej statystyki 7 mierzacej orientowalno§¢ map.
Warto tutaj wspomnieé, ze pomimo iz Hipoteza-b postawiona jest tylko dla map dwudzielnych,
jej ewentualna prawdziwo$é pozwalalaby otrzymacé stosowne funkcje tworzace dla wszystkich
map: kazda mape, ktérej wierzchotki kolorujemy na czarno, mozemy przeksztalci¢ w sposéb
bijektywny w mape dwudzielng poprzez polozenie bialego wierzchotka na kazdej krawedzi.

Hipoteza-b, pomimo swoich dwudziestu kilku lat, pozostaje ciaggle otwarta. Oczywiscie, jest

ona udowodniona dla pewnych szczegblnych przypadkéw. Golden i Jackson udowodnili jej
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urarmyu e dla falich nadetawriak oan(M)
1 oraz 8 = 0. Zauwazmy, ze dla takich podstawieti Y pre g "M
I (1

prawdziwosé dla wartodci § = =
zlicza wszystkie mapy (8 = 1) oraz wszystkie mapy orientowalne (8 = 0) o charakterystyce A, u, v.
W kontekscie niniejszej rozprawy warto réwniez wspomnieé¢ wynik La Croix z roku 2009, ktéry
dla pewnej szczegélnej rodziny statystyk orientowalnosci n wykazal, ze 2N =r ¢2,(2n)(ﬂ) jest
funkcja tworzacg map dwudzielnych o r Scianach oraz stopniach czarnych i bialych wierzchotkéw

zadanych partycjami p oraz 2" = (2,...,2).

Oméwienie prac wchodzacych w sktad osiggnigcia habilitacyjnego. Gléwnym wyni-
kiem pracy [A], wspélnej z Féray’em, jest udowodnienie wielomianowosci w Hipotezie-b, tzn.
wykazanie, ze dla dowolnych podzialéw A, u, v liczby n funkcja wymierna ¢,’),u(ﬁ) jest wielomia-
nem zmiennej 3 stopnia 2 +n —I(A) —I(u) — I(v). Wynik ten ma charakter przelomowy i stanowi
pierwszy wazny krok w kierunku znalezienia petnego dowodu hipotezy-b. Punktem startowym
dla pracy [A] byla wczesniejsza praca Habilitanta i Féray’a, w ktérej udowodniono wielomiano-
wos¢ funkcji [t"prgur.]d(p, q,1,t, ), gdzie ¢ jest zdefiniowana réwnaniem (1). Oczywiscie, aby
dowie$¢ wielomianowos$é 1,0,’)#(/6) wystarczy dowie$é wielomianowoSci ¢fl‘,,,(a). Wykorzystujac
zwigzek pomigdzy funkcjami ¢ oraz 9, okreslony réwnaniem (2), autorzy pracy [A] dowodza, ze
funkcja 1/1;},,, (a) nie ma biegunéw innych niz w zerze. Aby udowodnié, ze funkcja wﬁ‘,,,(a) nie ma
bieguna w zerze, i w konsekwencji jej wielomianowo$é, autorzy rozwazaja tak zwane kumulanty
wielomianéw symetrycznych Jacka. Aby po krétce wyjasnié pojecie kumulanty funkeji symetrycz-
nych Jacka, wprowadZmy najpierw operator @ w zbiorze wszystkich podzialéw oraz w zbiorze
funkeji symetrycznych Ag(,)- Dla podziatéw pu = (1, peo,...) oraz v = (v1,vs,...,) potézmy
p® v = (u1 +v1,u2 +va,...), za§ w zbiorze Aq(e) PO6ZMY JZ © J = Jp,, irozszerzmy @
na Ag(q) W sposéb liniowy po kazdej ze wspéirzednych. Okazuje sig, ze dosé¢ trudna algebre
(Ag(a)> *) Wygodnie jest czasem ,aproskymowaé” prostsza algebra (A, ®), zaé kumulanty sa wy-
godnym i uzytecznym narzedziem do opisywania zaleznoci migdzy tymi algebrami. Ogélnie, dla
wielomianéw symetrycznych Jacka J )(f:), J }(“:), R )(:) przyjmuje si¢

R, I I = 3 ()M = ] TS, edzie ) =59

wEP[r] Ben
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich podzialach m zbioru [r]. Dla przyktadu,
RIS, T2) = Tieay = J52) - I,
DI D) = Kb~ I~ I I 4295051,
Pomimo tej dos¢ technicznej definicji, badanie kumulantéw w kontekscie hipotezy-b okazato sie
by¢ bardzo uzyteczne (co staje si¢ bezsporne w kontekscie pracy [E], ktéra nadaje interpretacje
kombinatoryczng kumulantom funkcji symetrycznych Macdonalda). W pierwszej kolejnosci auto-
rzy pracy [A] wykazali, ze funkcje 1 mozna przedstawié w postaci pewnej liniowej kombinacji
kumulant funkcji Jacka. Dalej, autorzy dowodza w sposéb algebraiczny wlasnosci ,silnej faktory-
zacji” (zwanej tez wlasnoScig ,matych kumulant”) kumulant funkcji symetrycznych Jacka, ktéra
zapewnia, ze wspotczynniki rozkladu a, funkcji symetrycznej k(J )(f:), J S), vy d §C:)) w bazie jed-
nomianéw symetrycznych sa wielomianami w Q(a) postaci a, = o™ ! - p,(a), gdzie p,() jest
wielomianem zmiennej a o wspétczynnikach catkowitych. Zauwazmy, ze interpretacja kombina-
toryczna wspoélczynnikéw rozkladu wielomianéw Jacka w bazie jednomianéw symetrycznych,
udowodniona przez Knopa i Sahiego, zapewnia tylko, ze a, s3 wielomianami o wspétczynnikach
catkowitych zmiennej o. Kluczowa jest tutaj ta dodatkowa podzielnoéé przez o™~ !, ktéra w
polaczeniu z odpowiednim przedstawieniem 1) w postaci kombinacji liniowej kumulant funkcji
Jacka, daje juz wielomianowo$é ¢,§,,,(a).
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Poklosiem wynikéw pracy [A] jest samodzielna praca [B], w ktérej Habilitant dowodzi
Hipotezy-b w pewnych jej szczegdlnych przypadkach. Punktem wyjSciowym, poza wielomiano-
woscig 1/)2‘,,,(,8) udowodniong w pracy [A], jest wspomniana wczes$niej praca La Croix, w ktorej
zdefiniowana jest pewna rodzina statystyk orientowalno$ci dla map. Niech 7 bedzie ustalong
statystyka z tej rodziny i niech (H ”)2,,, =Y Me e B7"M) oznacza funkcje tworzacg dla map
o charakterystyce A, u, v wazonych ta statystyka. W pierwszej kolejnosci Habilitant wykazuje,
ze pewne wlasnosSci algebraiczne funkcji wﬁ",, pokrywaja sie z kombinatorycznymi wtasnoSciami
funkcji (H ’7)2,,, poprzez pokazanie stosownych bijekcji pomiedzy mapami o okre$lonych charak-
terystykach). Korzystajac z tych zaleznosci wykazuje réwnosé -, ¢;),,, =Y n(H ")l’),,,, ktéra
0ZNacza, z€ Y \rp 1/;;);’,, jest istotnie funkcja tworzgcg map dwudzielnych o stopniach czarnych
i bialych wierzchotkéw zadanych partycjami u oraz v wazonych statystyka 7. Dalej dowodzi,
usciSlajac statystyke n zaproponowang przez La Croix, ze w cze$¢ najwyzszego stopnia wielo-
mianu Yy, 11’;)2,11 wklad maja jedynie mapy dwudzielne, ktére sa jednoscienne (odpowiadaja
podziatlowi A = (n)) i nie maja tak zwanych ,raczek”. Spostrzezenie to pozwala wykazaé, ze
dla dowolnych podzialéw p oraz v oraz podzialtu A = (n) postulowana w hipotezie-b réwnosé

,(L"B(ﬂ) = (H")fffl),(ﬂ), poza wiadomymi przypadkami 8 = 0 oraz § = 1, zachodzi takze dla

B = —1. Co wigcej, wspblczynnik przy jednomianie najwyzszego stopnia wielomianu 1/1,(3,2(@ jest
réwny, z dokladnoscig do znaku, jego wartoSci w punkcie f = —1. Tym samym, warto§¢ ¢£’}3(—1)

okresla, z dokladnoscig do znaku, liczbe jedno$ciennych map dwudzielnych bez raczek o stop-
niach czarnych i biatych wierzchotkéw zadanych partycjami p oraz v. Wynik ten daje kolejna
kombinatoryczng interpretacj¢ wielomianu ’lﬁ,’),y(ﬂ), poza znanymi juz przypadkami 8 = 0 oraz
B =1, tym razem jednak w odniesieniu wylacznie do map jednosciennych. Ostatnim wynikiem
pracy [B] jest dowéd Hipotezy-b dla map jednoSciennych niskiego genusu.

Kolejna, znakomita praca [C], wsp6lna z Chapuy’em, stanowi istotny przelom w obszarze
badan nad bijektywnymi wlasno$ciami map. Badania takie zapoczatkowane zostaly przez Tut-
te’a w latach 60-tych ubieglego stulecia, ktéry badal wlasnosci strukturalne funkeji tworzacych
ukorzenionych map planarnych (zanurzonych na sferze) wzgledem liczby krawedzi n. Wykazal
on, miedzy innymi, ze map takich jest %%2?)7'? Zauwazmy, ze liczba ta jest réwna n-tej licz-
bie Catalana przemnozonej przez ni+23". Wynik ten w oczywisty sposéb sklanial badaczy ku
poszukiwaniu odpowiednio wazonej jawnej bijekcji pomiedzy mapami planarnymi o n krawe-
dziach a n-wierzchotkowymi drzewami planarnymi, ktérych kazdy wierzchotek ma etykiete w
zbiorze {—1,0,+1}. Bijekcja taka w latach 80-tych zostala skonstruowana przez Coriego i Vau-
quelina. Kolejnym wyzwaniem w tej tematyce byla préba rozszerzenia powyzszego wyniku na
powierzchnie o dowolnym genusie. Tym razem role drzew pelni¢ maja mapy jednoscienne, bedace
analogami drzew w przypadku sfery. Pierwszy istotny wynik w tym obszarze uzyskat Schaeffer
pod koniec lat 90-tych, ktéry skonstruowal takie bijekcje dla wszystkich powierzchni orientowal-
nych. Poniewaz wynik Schaeffera wyrazony jest w terminach dwudzielnych kwadrangulacji (map,
w ktérych kazda $ciana ma stopieni 4) na powierzchni S o n $cianach, zauwazmy najpierw prosta
odpowiednio$¢ pomiedzy takimi mapami a mapami na § o n krawedziach. Zaczynajac od mapy
na n krawedziach na powierzchni S, wewnatrz kazdej jej Sciany wstawiamy nowy wierzchotek i
laczymy go z wierzchotkami przyleglymi do tej §ciany, usuwajac zarazem krawedzie oryginalnej
mapy. Tak otrzymana mapa jest oczywiscie dwudzielng kwadrangulacja na S o n Scianach. Wy-
nik Schaeffera mozemy wyrazié¢ nastepujaco: dla dowolnej powierzchni orientowalnej S istnieje
jawna bijekcja pomiedzy dwudzielnymi kwadrangulacjami na S o n Scianach i wyréznionym
wierzcholku, a poetykietowanymi mapami jedno$ciennymi na S o n krawedziach, w ktérych
etykiety odpowiadaja odleglo$ciom od wyréznionego wierzchotka kwadrangulacji. Konstrukcja
Schaeffera jest konstrukcjg lokalng, w ktérej fragmenty mapy jednoSciennej konstruuje si¢ na
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podstawie kazdej Sciany kwadrangulacji z osobna, za$ jej globalna poprawnoéé zapewnia oriento-
walno$¢ powierzchni S. Kluczows role w dowodzie jej poprawnosci odgrywaja tak zwane dualne
grafy eksploracji, konstruowane réwnolegle z mapa, ktére zapewniaja jej jednoéciennoéé. Przez
blisko 20 lat otwarte byto pytanie, czy podobna konstrukcj¢ mozna przeprowadzié na dowolnej
powierzchni. OdpowiedZ pozytywna znajdujemy w przetlomowej pracy [C], a przedstawiona w niej
konstrukcja zawiera konstrukcje Schaeffera jako szczegélny przypadek. Oczywiscie konstrukeja
dualnego grafu eksploracji, na ktérym opiera si¢ dowoéd dowéd poprawnosci calej konstrukeji, jest
tutaj duzo bardziej pomystowa i wyrafinowana, przy czym cala jej trudno§é wynika z braku glo-
balnej orientacji powierzchni. Ten spektakularny wynik, polaczony ze standardowymi metodami
rozkladu map jednoéciennych na Sciezki Motzkina, pozwala badaé wlasnosci enumeratywne map
oraz wlasnosci map losowych na dowolnej powierzchni S, co dotychczas bylo mozliwe jedynie
dla przypadku powierzchni orientowalnych. W szczegélnosci, praca [C] podaje pierwszy czysto
kombinatoryczny dowéd, ze liczba wszystkich map na powierzchni S jest rzedu t(S)n_si(S) 127,
gdzie t(S) jest pewna stala zalezng od S, za$ x(S) jest charakterystyka Eulera powierzchni S.

Dwie ostatnie samodzielne prace Habilitanta, [D] oraz [E], badaja kumulanty wielomianéw

Macdonalda I:I,(\q’t), stanowigc tym samym naturalng kontynuacj¢ badan zapoczatkowanych
w pracy [A]. GIéwnym wynikiem pracy [D] jest dowéd hipotezy postawionej w pracy [A], ze
wlasnosé silnej faktoryzacji zachodzi réwniez w szerszym kontekscie wielomianéw Macdonalda.
Istotnie, praca [D] dowodzi, ze wspélczynniki a, rozkladu kumulanty wielomianéw Macdonal-
da k(H )(z’t), ... H ,(\'i’t)), zdefiniowanej analogicznie jak kumulanta wielomianéw Jacka, w bazie
jednomianéw symetrycznych {m,}, sa wielomianami postaci (¢ —1)"* - p,(g,t), gdzie p,(qg,t)
sa wielomianami zmiennych ¢ oraz t o wspélczynnikach catkowitych. Podobnie, wspomniana
wczesniej interpretacja kombinatoryczna wielomianéw Macdonalda, autorstwa Haglunda, Ha-
imana, i Loehra implikuje, ze wspélczynniki te s wielomianami w ¢ i ¢t o wspélczynnikach
catkowitych. Wynik ten, uzyskany metodami algebraicznymi, w szczegélnosci dowodzi wlasnosci
silnej faktoryzacji kumulant funkcji symetrycznych Jacka. Praca [D] pokazuje, ze wlasnoéé silnej
faktoryzacji zachodzi takze dla wielomianéw interpolacyjnych Macdonalda. Praca ta stawia réw-
niez ciekawa hipoteze, ze wspélczynniki rozkladu kumulant Macdonalda w bazie wielomianéw
Schura sg wielomianami w ¢ i ¢ o dodatnich wspélczynnikach catkowitych.

Ostatnia praca [E] stanowi klamre¢ dla wynikéw osiggnietych w pracach [A], [B] oraz [D].
Gléwnym wynikiem tej pracy jest kombinatoryczna interpretacja wspétczynnikéw a, rozkladu
kumulant Macdonalda w bazie jednomianéw symetrycznych. W szczegélnosci, interpretacja ta
zapewnia, ze wspétczynniki a, sa wielomianami postaci (g — 1)"~! - p,(q, t), gdzie p,(g, t) jest
wielomianem zmiennych ¢ i ¢t o dodatnich wspélczynnikach calkowitych, wzmacniajac tym
samym wynik z pracy [D]. Wynik ten daje czysto kombinatoryczny dowéd wielomianowosci
w Hipotezie-b, wykazanej w pracy [A] metodami algebraicznymi. W koricu, jest on mocng
przestanka, ze badanie kumulant oraz ich interpretacji kombinatorycznych jest wlasciwa droga
w kontekscie ewentualnego dowodu Hipotezy-b. Punktem startowym dla gléwnego wyniku
pracy [E] jest omawiany juz wczeéniej wynik Haglunda, Haimana i Loehra z roku 2005, w
ktérym podano interpretacj¢ kombinatoryczng wspétczynnikéw rozkladu wielomianu Macdonalda,
H §q’t) w bazie jednomianéw symetrycznych w terminach pewnych statystyk zwigzanych z
wypelnieniami diagramu Younga dla podziatu A. Aby zinterpretowaé kombinatorycznie kumulante
k(H )(g’t), L H ,(\Z’t)), na bazie wypelnien diagraméw Younga dla podziatéw Ay, ..., \,, Habilitant
tworzy pewien multigraf i dowodzi, ze wspélczynniki rozktadu k(H )(\"ll’t), o H i‘f’t)) w bazie
jednomianéw symetrycznych mozna zinterpretowa¢ w terminach pewnych statystyk zwigzanych
z drzewami rozpinajacymi skonstruowanego multigrafu. Interpretacja taka wigze kumulanty



wielomianéw Macdonalda z wielomianami Tutte’a oraz funkcjami tworzacymi funkeji parkujgcych
dla skonstruowanego multigrafu.

Ocena wskazanego osiagniecia habilitacyjnego

Prace wchodzace w skiad osiagnigcia habilitacyjnego stanowig cykl powigzanych tematycznie
artykuléw naukowych, czego wymaga ustawa o stopniach naukowych. Wszystkie prace cyklu
sa bardzo glebokie i wnoszg istotny wklad w rozwéj badan nad Hipoteza-b oraz wlasnoscia-
mi enumeratywnymi oraz bijektywnymi map. Wymienié¢ tu nalezy w szczegdlnosci prace [A],
[C] oraz [E]. Praca [A] dowodzi wlasno$ci wielomianowosci w Hipotezie-b, co stanowi pierwszy
istotny krok w kierunku jej udowodnienia. Na uwage zastuguje tutaj nowatorski sposéb wykorzy-
stania teorii kumulant, narzedzia wywodzacego si¢ z dziedziny probabilistyki, po raz pierwszy
w odniesieniu do wielomianéw symetrycznych. Praca [C] konstruuje jawng bijekcje pomiedzy
etykietowanymi mapami jedno$ciennymi a dowolnymi mapami na dowolnej ustalonej powierzch-
ni, rozwigzujac tym samym jeden z kluczowych probleméw bijektywnej kombinatoryki map,
otwarty przez prawie dwadziescia lat. Ten wynik ma charakter przelomowy, gdyz otwiera droge
do systematycznych badan wlasno$ci map na dowolnej ustalonej powierzchni (nie tylko oriento-
walnej). Praca [E] pokazuje w koricu, ze wielomianowo$§¢ w Hipotezie-b mozna wykazaé w sposob
prawie czysto kombinatoryczny, poprzez nadanie interpretacji kombinatorycznej kumulantom
wielomianéw Macdonalda. Praca ta dowodzi giebokiej intuicji Habilitanta, ktéry dostrzegl bar-
dzo nieoczywiste zwigzki pomiedzy kumulantami Macdonalda a wielomianami Tutte’a czy tez
funkcjami tworzacymi funkcji parkujacych. Wszystkie prace swiadczg o znakomitym warsztacie
badawczym Habilitanta. W swojej pracy naukowej odwotuje si¢ On czesto do wynikéw innych
autoréw, odpowiednio je rozszerzajac czy tez dostosowujac do swoich potrzeb (czgié pracy [A],
punkt startowy dla prac [B] oraz [C], cze$¢ pracy [E]). Niniejszy cykl pokazuje w koricu ogromng
determinacje Habilitanta w kierunku lepszego zrozumienia réznych aspektéw Hipotezy-b, ktére
moglyby si¢ przyczyni¢ do jej ewentualnego dowodu.

Prace [B, D, E| sa pracami samodzielnymi, prace [A] oraz [C] maja jednego wspélautora.
Z o$wiadczen wnioskodawcy oraz wspélautoréw wynika, ze Habilitant mial istotny wklad w
powstanie obu tych prac. Wszystkie prace [A]-[E] zostaly opublikowane w czasopismach mate-
matycznych o uznanej renomie ( Transactions of the American Mathematical Society, Electronic
Journal of Combinatorics, Journal of Combinatorial Theory Series A, Journal of Algebraic
Combinatorics, European Journal of Combinatorics). Doszukalem si¢ 26 cytowan (16 bez auto-
cytowan) prac [A]-[E] w bazie Web of Science, co jest wynikiem bardzo dobrym, zwazywszy na
to, ze prawie wszystkie z nich zostaly opublikowane w przeciggu czterech ostatnich lat.

Uwazam, ze przedstawione osiggniecie naukowe spelnia wymagania stawiane ,rozprawom
habilitacyjnym” i bez watpienia stanowi podstawe do nadania stopnia doktora habilitowanego.

Ocena aktywnosci naukowej Habilitanta

Oprécz prac naukowych [A]-[E] Habilitant wykazal dorobek naukowy skladajacy si¢ z 13 innych
prac znajdujacych si¢ na liScie MNiSW. Zostaly one opublikowane w bardzo dobrych czasopismach
naukowych takich jak Advances in Mathematics, Duke Mathematical Journal, Probability Theory
and Related Fields, Journal of Combinatorial Theory Series A (x2), czy tez Journal of Algebra.
Zdecydowana wigkszo$¢ prac Habilitanta stoi na bardzo wysokim poziomie naukowym i lokuje
si¢ w tematyce bliskiej rozprawie habilitacyjnej, dotyczacej kombinatorycznych aspektéw teorii
funkcji symetrycznych, ale tez jej zastosowan w probabilistyce oraz teorii reprezentacji. Nalezy
podkresli¢ duzy wplyw prac Habilitanta na badania innych naukowcéw zajmujacych si¢ podobna
problematyka, o czym $wiadcza bardzo dobre dane bibliometryczne Habilitanta. Baza Web
of Science odnotowuje 77 cytowan jego prac, sposrod ktérych 60 nie jest autocytowaniami.
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Habilitant swoje wyniki p 1towa owych konferencjach, w tym
dziewieciu na zaproszenie. Ponadto wygtosit On szereg wyktadéw na. zaproszenie na seminariach
w kraju i za granicy (Krdlewski Instytut Technologicany w Sztokholmie, Université Paris Diderot,
Ecole Politechnique, Uniwersytet w Ziirychu). Odbyl tez szereg wizyt naukowych w takich
jednostkach naukowych jak Université Paris Diderot, Uniwersytet w Ziirychu czy tez Uniwersytet
Kalifornijski. Warto tez dodaé, ze Habilitant wcze$nie zaangazowal si¢ w opieke naukows nad
doktorantami: byl promotorem pomocniczym w jednym zakoficzonym juz przewodzie doktorskim,
obecnie za$ pod jego opieka przygotowywana jest kolejna rozprawa doktorska.

Wysoka aktywnosé¢ naukowa Habilitanta zostala nagrodzona przyznanymi grantami na prowa-
dzone przez niego badania. Habilitant byt kierownikiem projektéw Preludium oraz Fuga finanso-
wanych przez Narodowe Centrum Nauki. Aktualnie jako kierownik prowadzi prace badawcze w
ramach grantu Sonata finansowanego przez Narodowe Centrum Nauksi.

Habilitant realizowal swoje badania na wielu uczelniach, w tym na jednej uczelni zagranicznej.
Studia doktoranckie odbywal na Uniwersytecie Wroctawskim. Po obronie doktoratu w latach
2013-2015 pracowal na stanowisku postdoka na Université Paris Diderot ufundowanym przez
francuska Agence Nationale de la Recherche w ramach grantu Cartaplus. Nastepnie w latach 2015-
2018 pracowal na Uniwersytecie Poznariskim na stanowisku badawczym adiunkta, finansowanym
w ramach grantu Fuga przez Narodowe Centrum Nauki. Od roku 2018 Habilitant pracuje w
Instytucie Matematycznym PAN.

Na koniec warto podkresli¢ zaangazowanie Habilitanta na rzecz popularyzacji nauki oraz jego
dziatalno$¢ organizacyjng. W latach 2006-2013, we wspéipracy z Uniwersytetem Wroctawskim,
wyglosit on cykl wykladéw oraz prowadzil kétko matematyczne dla uzdolnionych licealistéw
przygotowujacych si¢ do startu w Olimpiadzie Matematycznej. W latach 2016 i 2017 prowadzil
wyklady popularno-naukowe w ramach Festiwalu Nauki, Spotkari z Matematykq, oraz Potegi
Matematyki organizowanych przez Poznariskg Fundacje Matematyczng. Ponadto, w latach 2014-
2015 organizowal Seminarium kombinatoryki analitycznej, algebraicznej i enumeratywnej, ktore
odbywatlo si¢ na Université Paris Diderot. Obecnie jest jednym ze wspétorganizatoréw, we
wspélpracy z matematykami z Uniwersytetu Jagielloniskiego oraz Akademii Gérniczo Hutniczej,
cyklu seminariéw Krakéw Combinatorics Seminar.

Konkluzja

Whioskodawca wykazal si¢ osiggnieciami naukowymi stanowiacymi istotny wklad w rozwéj
dyscypliny oraz istotng aktywnosciag naukows, ktére czynia zado$é wymaganiom Ustawy z dnia
20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce. Rekomenduje nadanie doktorowi
Maciejowi Doledze stopnia doktora habilitowanego w dziedzinie Nauk Scistych i
Przyrodniczych w dyscyplinie Matematyka. Uwzgledniajac wage, oryginalnosé oraz glebie
uzyskanych przez niego wynikéw, wnioskuj¢ takze o wyréznienie jego rozprawy.

Tomun K



