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Recenzja rozprawy doktorskiegj
Ergodic properties of certain iterated function systems
arising in partially hyperbolic dynamics
mgra Klaudiusza Czudka

Wstep. Recenzowana rozprawa doktorska poswiecona jest badaniu wtasnosei sto-
chastycznych procesow Markowa pochodzacych od iterowanych ukladéw funkeyj-
nych. Podstawowym obiektem badan sg tu iterowane uktady funkcyjne generowane
przez homeomorfizmy odcinka fi,..., fi, : [0,1] — [0, 1], ktére na brzegu sa kla-
sy C! z niezerows pochodng. Iterowany uktad funkeyjny opisuje dynamike orbit
(fun©. . .0 fur &)nz1 startujacych z dowolnego punktu @ € [0, 1] przeksztalcanego przez
homeomorfizmy fi,..., fi, Przy czym o wyborze przeksztalcajacego homeomorfizm
decyduje ciag sterujacy w = (wWp)ns1 € {1,...,m}Y. Kolejne pozycje orbit opisuje
réwniez cigg odwzorowan {X, : Q — [0,1] : n > 1}, gdzie Q@ =[0,1] x {1,...,m}N
oraz

Xo(z,w) = fu,0...0 f,

Jesli na (2 rozwazymy miare probabilistyczna, ktéra jest produktem dowolnej miary
probabilistycznej p na [0,1] oraz miary Bernoulliego na {1,...,m}" wyznaczonej
przez dowolny wektor probabilistyczny (py,...,pm), to ciag (X,).>1 staje sie jed-
norodnym procesem stochastycznym Markowa. W przypadku, gdy proces jest sta-
cjonarny, to miare y, okreslajaca startowy rozklad prawdopodobiefistwa, nazywamy
rowniez miara stacjonarng. Rozwaza si¢ réwniez ogolniejsze miary, w ktorych wek-
tory probabilistyczne (pi(z),...,pm(z)) zaleza od aktualnego potozenia punktu na
[0, 1]. Wéwezas wygenerowany proces jest réwniez jednorodny Markowa.

Iterowane uktady funkcyjne od lat 80-tych ubieglego wieku pozostaja tematem
badawczym intensywnie studiowanym w miedzynarodowym s$rodowisku matema-
tycznym, ze wzgledu na urode otrzymywanych rezultatéw, jak i aspekt popularyza-
cyjny tematu fraktali. Podstawowe pytania dotycza istnienia i wymiaréw fraktalnych
atraktoréw iterowanych uktadéw funkeyjnych. Jednym z podstawowych narzedzi ba-
dawczych sa tu miary, m.in. miary stacjonarne oraz ich wymiary fraktalne. Innym
kierunkiem badan, w ktory wpisuje sie omawiana rozprawa, sg wlasnogci stochastycz-
ne iterowanego uktadu funkecyjnego, a dokladniej stowarzyszonego z nim procesu.
Gléwne stawiane pytania dotycza tu jedynosci miary stacjonarnej, prawa wielkich
liczb, centralnego twierdzenia granicznego, czy prawa iterowanych logarytmoéw. Jest
to bardzo ciekawa i wspodlczednie rozwijana tematyka badan.

Wiasnosci iterowanych uktadéw funkeyjnych rozpatrywanych z rozprawie, w duzej
mierze, zaleza od wartosci Srednich wykladnikéw Lyapunova w kraticach przedziatu,
tzn.

Ag = Zpi log f{(0), A= Zpi log f;(1).
i=1 i=1

Jedli AO < 0, A]_ < 0 lub AO < 0, A]_ > 0 lub AD = U, Al < 0, dynamika ukta-
du jest dosé prosta. W uproszczeniu, jeden lub oba krarnce sa atraktorami uktadu.
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W rozprawie badany jest najciekawszy przypadek, gdy Ay > 0, Ay > 0. Wow-
czas nalezy spodziewaé sie bardzo chaotycznego zachowania uktadu. To oczekiwa-
nie jest potwierdzane w rozprawie poprzez dowodzenie prawa wielkich liczb, cen-
tralnego twierdzenia granicznego, itp., przy réznych dodatkowych zalozeniach na
uktad, zaréwno dla procesu (Xp,)n»1, jak 1 dla proceséw (X¥),»; startujacych z
dowolnego =z € (0,1) (X*(w) = X,(z,w)). Gléwnym narzedziem w badaniu sto-
chastycznych wlasnosci proceséw Markowa sa dwa operatory: operator Markowa
P M([0,1]) — M(][0,1]) opisujacy transformacje miar w kazdym kroku oraz jego
operator pre-dualny U : C([0,1]) — C([0,1]), ktéry jest postaci

U(e)() = imw(ﬁ(m))-

Gloéwne rezultaty rozprawy dotycza asymptotycznych wlasnosei iteracji operatora
U. One implikuja, korzystajac z klasycznych rezultatéw granicznych, prawa wielkich
liczb, centralne twierdzenie graniczne, czy prawo iterowanego logarytmu. Wszystkie
rozwazane w rozprawie zagadnienia oraz wypracowane techniki sa naturalne 1 bardzo
interesujace. Czesé z zaprezentowanych w rozprawie wynikéw zostata juz opubliko-
wana w bardzo dobrych czasopismach: Israel Journal of Mathematics i Nonlinearity.

Omoéwienie rezultatow. Rozprawe rozpoczyna krotki rozdziat wstepny, ktory w
intencji autora zawiera motywacje prowadzonych badan. Moim zdaniem przedsta-
wione motywacje, zwiazane z dynamika hiperboliczna, sa raczej sztuczne i nieprzeko-
nywujace. Badanie tego typu iterowanych uktadéw funkcyjnych i ich stochastycznych
wlasnosci broni sie samo przez sie 1 nie potrzebuje kwiecistych uzasadnien. Kolejng
duza wada tego rozdziatu jest brak precyzyjnego przedstawienia gtéwnych wynikéw
rozprawy. To jest jest chyba cel rozdzialu wstepnego.

W rozdziale 2 autor przedstawia kompendium wiedzy na temat przypadkéow Ag <
0, Ay < Ooraz Ag < 0, Ay > 0 oraz Ag > 0, A; < 0. Ta cze$é, pochodzaca od
innych autordéw, jest przedstawiona z dowodami w sposdb przejrzysty i pozwalajacy
wdrozy¢ sie czytelnikowi w technikalia, ktére sa rozwiniete w dalszych rozdziatach
rozprawy. Ponadto, w tym rozdziale wyjasniona jest kwestia jedynos$ci i stabilnosci
miary stacjonarnej w przypadku Ag > 0, A; > 0. Na zakonczenie autor cytuje dwa
najwazniejsze obce rezultaty, z ktorych pézniej korzysta:

e Theorem 2.4, moéwiace o ujemnosci oczekiwanego sredniego wyktadnika Ly-
apunova w przypadku, gdy homeomorfizmy fi,..., fi. sa dodatkowo klasy
C%iMAg>0,A; >0, oraz

e Theorem 2.5, mowiace o istnieniu przedzialow, ktérych prawie wszystkie or-
bity zanikaja wykladniczo.

Rozdzial 2 jest napisany rozsadnie i przekonywujaco, ale tez zawiera pewne bralki.
Nie znalazlem w nim wprowadzenia podstawowych pojeé¢ i narzedzi niezbednych
do zrozumienia technik zastosowanych do udowodnienia rezultatéw rozprawy. Tutaj
rozprawa przypomina tekst napisany dla specjalistéw, ktérzy bardzo dobrze orien-
tujg w standardowym podejéciu 1 interesujg si¢ tylko nowinkami technicznymi. To
nie jest przypadek piszacego recenzje. W szczegdlnosci klopotliwym jest brak pre-
cyzyjnych definicji podstawowych pojeé¢ uzywanych przez autora. Czytajacy czesto
musi si¢ sam ich domyélac.

W kolejnych trzech kluczowych rozdziatach autor dowodzi gtéwne rezultaty roz-
prawy dotyczace przypadku Ag > 0, Ay > 0.
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Rozdzial 3 jest podwiecony sytuacji, w ktérej homeomorfizmy fi,..., fin sa do-
datkowo klasy C?. Wéwcezas najwazniejszy rezultat rozdziatu, Theorem 3.1, méwi,
ze ||U™p||12(,) zanika wykladniczo dla dowolnej funkeji Lipschitza ¢ : [0,1] — R o
catce zero. Miara pu jest tu jedyng miarg stacjonarng. Dowdd tego rezultatu zajmuje
prawie caly 22 stronicowy rozdzial 3. Dowdd jest niezwykle skomplikowany, wielo-
etapowy 1 techniczny. Wymagal on od autora swietnego przygotowania z zakresu
uktadéw dynamicznych i probabilistyki oraz niezwyklej pomystowosci. Gléwne ar-
gumenty dowodu opierajg si¢ na wspomnianym Theorem 2.4. Wyktadniczy zanik
w Theorem 3.1 moze by¢ interpretowany jako wyktadnicze mieszanie, co stanowi
interesujacy rezultat z punktu widzenia uktadéw dynamicznych, ale wazniejsze sa
tu konsekwencje stochastyczne. Rozdzial 3 konczy seria wnioskéw, w ktérej autor
dedukuje centralne twierdzenie graniczne, prawo iterowanego logarytmu oraz funk-
cjonalne centralne twierdzenie graniczne dla procesu (X, ),>1 korzystajac z Theorem
3.1 oraz klasycznych rezultatéw na temat twierdzen granicznych.

Rozdzial 4 jest posSwiecony sytuacji, w ktérej na homeomorfizmy fi, ..., f;, nie na-
rzuca sie dodatkowej gladkosci. Wowcezas najwazniejszy rezultat rozdziatu, Theorem
4.1, méwi, ze

13 Upllzagy = O(™*).
i=1

Jest to wynik stabszy niz wyktadniczy zanik uzyskany w rozdziale 3, ale wystarcza-
jacy aby udowodnié centralne twierdzenie graniczne, prawo iterowanego logarytmu
oraz funkcjonalne centralne twierdzenie graniczne dla procesu (X, )n>1. Tym razem
nalezy skorzystac z klasycznych rezultatéw Maxwella-Woodroofe’a. Argumenty uzy-
te w dowodzie Theorem 4.1 sg inne niz w rozdziale 3 i korzystaja ze wspomnianego
wezesnie] Theorem 2.5. Sprawnosé techniczna i pomystowosé w przeprowadzeniu do-
wodu ponownie robig duze wrazenie. Co ciekawe, pomimo stabszych zalozen, techniki
wypracowane w rozdziale 4 pozwalajg na udowodnienie centralnego twierdzenia gra-
nicznego réwniez dla proceséw (XZ),»1 startujacych z dowolnego punktu z € (0,1).

W rozdziale 5 autor skupia si¢ na sytuacji, w ktorej wektory probabilistyczne
(p1(x),...,pm(z)) zaleza od polozenia punktu. Wowczas ogdlna analiza ukladu wy-
daje sie niezmiernie trudna. Stad autor koncentruje sie na bardzo konkretnej klasie
iterowanych uktadéw funkeyjnych, ktéry tworza dwa kawaltkami (na dwéch przedzia-
tach) liniowe homeomorfizmy f;, fo wzajemnie symetryczne. Ta klasa uktadéw byla
badana przez Alsede 1 Misiurewicz. Celem rozdziatu 5 jest udowodnienie jedynosci
i stabilnosci miary stacjonarnej oraz prawa wielkich liczb. W zalozeniach wektory
probabilistyczne (p(x), p2(z)) zaleza w sposéb ciagly od z € [0,1], ale dodatkowo
spelniajg tez pewien warunek typu Diniego, ktéry naturalnie pojawia sie w dowo-
dzie. Tym razem autor w dowodzie uzywa istotnie liniowo$ci homeomorfizméw oraz
triku couplingowego.

Rozprawe konczy dodatek zawierajacy dowdd Theorem 2.4, ktéry byt istotnie
wykorzystywany w rozdziale 3.

Ocena rozprawy. Wszystkie rezultaty uzyskane przez autora w rozdziatach 3, 4 1
b stanowia spdjne tematycznie opracowanie, ktore rozwiazuje szereg waznych, natu-
ralnych i trudnych probleméw dotyczacych wtasnoscei stochastycznych iterowanych
uktadéw funkeyjnych na odcinku. Rozwiniete przez niego narzedzia imponujg rézno-
rodnoscig i gtebia rozumowan. Jesli miatbym przyznawaé note za wartosé technicz-
ng (merytoryczna) to recenzowana rozprawa otrzymataby jedna z najwyzszych not.
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Sprawa skomplikowataby si¢ w przypadku noty za wartos¢ artystyczng (sposéb pre-
zentacji materialu). Cale szczedcie ustawodawca nie wymaga od recenzenta takiej
czynnosci. Mimo wszystko pozwole sobie na kilka krytycznych uwag. Po pierwsze
tytul rozprawy nie odzwierciedla uzyskanych w niej wynikéw. Wstep jest napisa-
ny bardzo chaotycznie i nie umieszcza rezultatéw rozprawy posréd wynikéw do tej
pory uzyskanych przez srodowisko matematyczne. Przedstawiona we wstepie moty-
wacja, 0 czym juz wezesniej pisalem, wydaj sie byé naciagana i nieco sztuczna. Brak
we wstepie sformutowan gltéwnych rezultatéw. W rozdziale wprowadzajacym pod-
stawowe pojecia brakuje definicji gtéwnych obiektéw badan i w wielu przypadkach
precyzyjnych sformulowan obcych twierdzen, z ktérych autor korzysta. Ta uwaga
odnosi sie rowniez do kolejnych rozdzialéw. Gléwna czesé rozprawy (rozdzialy 3,
41 5) jest réwniez napisane bez dbalodci o to czy czytelnik zrozumie dowody. To
prawda, ze rozumowania przedstawione w rozprawie sa czesto wielopietrowe i skom-
plikowane, ale wlasnie w doktoracie mozna wiele zawitych kwestii wyttumaczy¢ nie
troszezac sie o dtugoéé tekstu. Niestety w przypadku recenzowanego doktoratu ta-
twiej mi bylo zrozumie¢ pewne kwestie przegladajac wezedniej opublikowane prace
niz tekst rozprawy. Nawet sposoéb numeracji rezultatéw utrudnia czytanie rozprawy.
Znajdowanie w tak dtugim tekscie konkretnego lematu, czy twierdzenia jest bardzo
uciazliwe.

Przytoczone tu krytyczne komentarze nie wptywaja jednak istotnie na moja ogdl-
ng bardzo pozytywna ocene rozprawy, ktérej poziom matematyczny uwazam za bar-
dzo wysoki.

Podsumowanie. W moim przekonaniu rozprawa mgr. Klaudiusza Czudka pt. ,,Er-
godic properties of certain iterated function systems arising in partially hyperbolic
dynamics” spelnia z nadmiarem ustawowe 1 zwyczajowe wymogi stawiane rozpra-
wom doktorskim. Uzyskane przez mgr. Klaudiusza Czudka wyniki swiadcza o bardzo
dobrym opanowaniu warsztatu matematycznego i umiejetnosci rozwiazywania pro-
blemoéw z pogranicza uktadéw dynamicznych i proceséw stochastycznych.
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