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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Klaudiusza Czudka pt. Ergodic properties of
certain iterated function systems arising in partially hyperbolic dynamics

Rozprawa doktorska mgr. Klaudiusza Czudka, zredagowana w jezyku angielskim, zostata na-
pisana pod kierunkiem prof. dr. hab. Tomasza Szarka. Tematem rozprawy sg wtasnosci ergo-
dyczne pewnych losowych uktadédw homeomorfizméw odcinka. Doktadniej, rozpatrujemy
tu skonczong rodzine rosngcych homeomorfizméw fi, .. ., f, otwartego odcinka (0, 1) C R,
ktore stosujemy (wielokrotnie) w sposob losowy z prawdopodobienstwami, odpowiednio,
P1.- .- Pm, 8dzie (pq, ..., pm) jest danym wektorem probabilistycznym (w ostatnim rozdzia-
le rozprawy rozpatruje sie ogodlniejszg sytuacje, gdy prawdopodobienstwa py,..., pm nie
sq state, lecz zalezg od punktu x € (0, 1)). W ujeciu probabilistycznym, proces taki jest
opisany przez tancuch Markowa o wartosciach w (0, 1) i prawdopodobienstwie przejscia
p(x, dy) = S°I, pidsx(dy), gdzie 5, oznacza miare Diraca w punkcie z. Natomiast w ujeciu
dynamicznym proces ten jest modelowany przez iterowanie skosnego produktu postaci
F: Qx(0,1) - Qx(0,1), F(w,x) = (8(w), fw,(x)), gdzie 0 jest przesunigciem w lewo na
przestrzeni Q = {1,..., m}" ciggéow w = (w1, wy,...) 0 warto$ciach w {1,..., m}, z mia-
rg produktowg Bernoulliego P = [ [ v, gdzie v jest miarg probabilistyczng na {1,..., m} o
rozktadzie wyznaczonym przez (p, . .., pm)- W rozprawie analizuje sie wyzej opisane uktady
przy uzyciu zaréwno podejscia probabilistycznego, jak i dynamicznego.

Rozprawa sktada sie z pieciu rozdziatow oraz dodatku zawierajgcego dowdd twierdzenia
0 ujemnosci Sredniego wyktadnika Lapunowa dla rozpatrywanych uktadéw. Rozdziat 1 za-
wiera wprowadzenie dotyczace iterowanych uktadéw funkcyjnych i gtadkich uktadéw dyna-
micznych oraz przedstawia wyniki pochodzgce z kilku prac dotyczacych sko$nych produktow
omawianego typu, m.in. artykutéw Kana [Kan94] oraz Bonifanti Milnora [BMO08] opisujgcych
uktady z dwoma atraktorami o przemieszanych (ang. intermingled) basenach przyciggania,
a takze artykutu Alsedy i Misiurewicza [AM14] o uktadach ztozonych z dw6ch kawatkami
liniowych homeomorfizméw odcinka.

Rozdziat 2 opisuje uktady omawiane w rozprawie i przedstawia zebrane wyniki dotyczace ich
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wiasnosci, uzyskane w pracach innych autoréw. Ogoélnie, w rozprawie analizuje sie losowe
uktady homeomorfizmdéw odcinka przy nastepujacych zatozeniach:

(A1) dla kazdego x < (0, 1) istnieja i, j € {1,..., m} takie, ze fi(x) < x < f{(x),

(A2) kazde przeksztatcenie f; przedtuza sie do homeomorfizmu domknietego odcinka [0, 1]
majgcego niezerowe pochodne w obu koncach odcinka.

W czesci rozprawy zaktada sie dodatkowo, ze f; sg dyfeomorfizmami klasy C2.

Przy zatozeniu (A2) mozna zdefiniowac wyktadniki Lapunowa w koricach odcinka przez

m m
Moo= pilogf(0), M=) plogf/(1).
=1 =1

W dalszej czesci rozdziatu 2 przedstawione sg wyniki pochodzace z prac Gharaeii Homburga
[GH17] oraz Szarka i Zdunik [SZ16], dotyczace zachowania omawianych uktadéw w zalezno-
$ci od dodatniosci lub ujemnosci Ay, Aq. Przypadek rozpatrywany w dalszej czesci rozprawy
to Ag, Ay > 0. Z w/w prac wiadomo, ze istnieje wtedy (jedyna) miara stacjonarna p na (0, 1)
(spetniajaca =7, pino flf1), a dla ustalonych dwdch punktéw x, y € (0, 1) odlegtos¢ mie-
dzy ich obrazami przy kolejnych iteracjach f,o- - -ofy, dazy do 0 dla P-prawie wszystkich w
(zjawisko synchronizacji). Rozdziat 2 przytacza dowody tych faktéw, przy czym dowdd twier-
dzenia, ze dla tych uktadéw sSredni wyktadnik Lapunowa A = f01 S 7, pilog £ (X)du(x) jest
ujemny (naszkicowany we wspomnianej wyzej pracy Gharaei i Homburga [GH17]), zostat
szczeg6towo przeprowadzony przez Autora rozprawy w dodatku A.

Rozdziat 3 zawiera jeden z gtéwnych wynikdw rozprawy. Méwi on, ze jesli f; sa dyfeomorfi-
zmami klasy C? oraz spetniajg zatozenia (A1) i Ag, Ay > 0, to istniejg state C> 0, g < 1 takie,
ze dla sprzezonego operatora Markowa

m
Up(x) = pio(fi(x),
=1
dla kazdego n € N zachodzi
11Ul 12 < Cq"

dla kazdej funkgji lipschitzowskiej ¢ o catce zero. W tym celu dowodzi sie najpierw, ze
E|ZX — 2| < cq" dla x, y € (0, 1), gdzie Z jest stanem procesu startujgcego z z po czasie n.
Sa to samodzielne, niepublikowane wyniki Autora. Dowdd liczy kilkanascie stron, jest skom-
plikowany technicznie i polega w gtdbwnej mierze na precyzyjnych szacowaniach rozktadu
kolejnych czaséw powrotéw trajektorii do odcinkéw postaci [a,1 — a], a € (0, 1) oraz od-
legtosci miedzy trajektoriami dwdch danych punktéw. Jako wniosek uzyskuje sie centralne
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twierdzenie graniczne, prawo iterowanego logarytmu i zasade niezmienniczosci Donskera
(zbiezno$¢ wedtug rozktadu do procesu Wienera) dla rozpatrywanych procesow.

Rozdziat 4 opisuje wyniki z dwdch opublikowanych prac Autora: jednej - wsp6lnej z Toma-
szem Szarkiem [CS20b] oraz drugiej - wspélnej z Hanng Wojewddka-Scigzka i Tomaszem
Szarkiem [CWSS20]. Udowodniono, ze jesli f; sg homeomorfizmami spetniajgcymi zatozenia
(A1) i (A2) oraz Ay, Ay > 0, to istnieje C > 0 takie, ze dla kazdego n € N,

n
> Uk
=1 ()

dla kazdej funkcji lipschitzowskiej ¢ o catce zero. Podobnie jak poprzednio, jako wniosek

uzyskuje sie centralne twierdzenie graniczne, prawo iterowanego logarytmu i zasade nie-
zmienniczosci dla rozpatrywanych procesow.

W rozdziale 5 rozpatruje sie uktad dwdch kawatkami liniowych homeomorfizméw odcinka
badanych we wspomnianej wyzej pracy Alsedy i Misiurewicza [AM14], przy czym zaktada sie,
ze prawdopodobienstwa py, ..., pm Nie sg state, lecz zalezg (w spos6b dostatecznie regular-
ny) od punktu x € (0, 1)). Przy zatozeniu Ag, A, > 0, dla pewnego zakresu parametrow uktadu
uzyskuje sie istnienie i jedynosS¢ miary stacjonarnej na (0, 1) oraz asymptotyczng stabilno$¢
procesu. Wyniki zaprezentowane w tym rozdziale zostaty opublikowane w samodzielnej pra-
cy Autora [Czu20].

Podsumowujac, wyniki zaprezentowane w rozprawie pochodzg z nieopublikowanej jeszcze
pracy Autora (rozdziat 3), dwdch opublikowanych prac wspotautorskich (rozdziat 4) i sa-
modzielnej opublikowanej pracy (rozdziat 3). Nalezy zaznaczy¢, ze wszystkie opublikowane
prace ukazaty sie w renomowanych czasopismach (Israel Journal of Mathematics, Nonline-
arity). Wobec braku zatgczonych oswiadczen wspoétautorskich domniemuje, ze wktad Autora
w powstanie wspdlnych prac byt co najmniej proporcjonalny do liczby wspétautoréw. Zna-
czacy wktad Autora w uzyskanie wynikéw rozprawy nie ulega wiec watpliwosci.

Pod wzgledem merytorycznym wyniki zaprezentowane w rozprawie robig bardzo dobre
wrazenie. Stanowig spojny tematycznie zestaw twierdzen dotyczgcych zagadnien istnienia i
jedynosci miary stacjonarnej oraz stopnia chaotycznosci rozpatrywanych losowych uktadow
przeksztatcen odcinka, opisanego przez wtasnosci dualnego operatora Markowa. Tematyka
ta jest przedmiotem duzego zainteresowania wielu matematykdéw zajmujgcych sie teorig
ergodyczng uktadéw dynamicznych. Klasyczne obszary badan w tej dziedzinie, to dziatania
grup gtadkich dyfeomorfizmow na okregu oraz wtasnosci uktadoéw przeksztatcen rozszerza-
jacych na odcinku. W przypadku pétgrup homeomorfizméw teoria ta dopiero zaczyna sie
rozwija¢. W poréwnaniu z wymienionymi przypadkami, udowodnienie podstawowych wia-
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snosci miar niezmienniczych/stacjonarnych napotyka tu na zwiekszone trudnosci. Uzyskane
wyniki bedg niewatpliwie interesujgce dla badaczy pracujgcych w tej dziedzinie. Szczegdlnie
ciekawe sg zagadnienia zwigzane z r6znymi rodzajami synchronizacji, wystepujacej w tych
uktadach. Autor rozprawy wykazat sie bardzo dobrg znajomoscig metod probabilistycznychii
dynamicznych uzywanych w badaniach omawianej problematyki oraz duzg biegtoscig tech-
niczna.

Pewne uwagi krytyczne mozna odnie$¢ do uktadu i sposobu prezentacji wynikow rozprawy.
Da sie zauwazy¢ pewien brak uporzagdkowania, powtdrzenia niektorych fragmentéw dowo-
dow i niejednolity system oznaczen, ktory czesto utrudnia lekture. Wydaje sie, ze w duzej
mierze jest to spowodowane, o czym pisze w przedmowie sam Autor, do$¢ pospiesznym
dotgczeniem do rozprawy rozdziatu 3 i niedostatecznym wkomponowaniem go w cato$¢
tekstu. Mozna tez zauwazy¢ pewne niescistosci w sformutowaniach wynikéw i inne drobne
niedociggniecia. Niektore z nich wymieniam ponize;j.

« Dwie nienumerowane definicje na stronie 8 zawierajg niescistosci (m.in. brak zatozen
0 rozmaitosci M i przeksztatceniu f, nieprawidtowo napisany warunek $ciggania i roz-
ciggania w pierwszej definicji).

W twierdzeniu 1.3 zamiast ,stationary measure” powinno by¢ ,invariant measure”.
W punkcie (III) brakuje numeru iteracji F. W wielu miejscach zamiast F=" powinna
wystepowac jego druga wspotrzedna.

Oprocz pracy [GH17] Autor powinien rowniez uwzglednic¢ wcze$niejszg prace tych au-
toréow:

Masoumeh Gharaei, Ale Jan Homburg, Skew products of interval maps over subshifts,
J. Difference Equ. Appl. 22 (2016), no. 7, 941-958,

w ktérej udowodniono m.in. istnienie miary stacjonarnej u spetniajacej w((0, 1)) = 1
dla rozwazanych uktad6w (por. stwierdzenie 3.1).

Twierdzenia 2.3-2.4 cytujg odpowiednie wyniki z pracy [GH17], gdzie sg one sformu-
towane przy mocniejszych zatozeniach (brak punktéw statych przeksztatcen f;w (0, 1))
niz (A1). Nalezatoby zauwazy¢, ze twierdzenie 2.4 jest dowiedzione przy stabszych za-
tozeniach w dodatku A i odniesc sie do wniosku 2.1.

We wniosku 2.1 brak jest zaleznosci od w.

W twierdzeniach 2.3-2.4, 3.1-3.2 i wnioskach 3.2-3.4 zatozenie (A2) jest niepotrzebne.

Teze twierdzenia 3.2 mozna by sformutowac w zgrabniejszej formie: dla x, y € (0, 1)
istniejg ¢ > 0, g < 1 takie, ze E|ZX — 2| < ¢q" dla kazdego n € N.
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* W definicji Py, na stronie 32 brakuje definicji M(0, 1).
« W lemacie 3.1 powinno by¢ g < 1.

* Na stronie 37 w linii 7, zamiast ,using Proposition 3.1” powinno by¢ ,using (3.2)".

Te krytyczne uwagi nie zmieniajg mojej pozytywnej oceny rozprawy, w ktérej doceniam
przede wszystkim wysokg wartos¢ merytoryczng uzyskanych wynikow.

W konkluzji stwierdzam, ze przedstawiana rozprawa spetnia zaréwno ustawowe, jak i zwy-
czajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim. W zwigzku z tym wnosze o dopuszczenie
jej Autora do dalszych etapow postepowania doktorskiego.

Lot
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