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Recenzja rozprawy doktorskiej

mgr. Ramiego Ayousha

Rozprawa doktorska R. Ayousha, napisana w jezyku angielskim i zatytutowana On
the theory of s-Riesz sets, oparta jest na wynikach, uzyskanych przez autora wspoélnie z

promotorem w nastepujacych preprintach i pracach:

[A1] R. AvousH, M. WojciecHowskl. On dimension and regularity of bundle measures.

Preprint, https://arxiv.org/pdf/1708.01458.pdf, praca ztozona do publikacji.

[A2] R.AvousH, D. StoLYArROVv, M. WojciEcHowskl. Hausdorff dimension of measures with
arithmetically restricted spectrum. Praca przyjeta do publikacji w Ann. Acad. Sci.
Fenn., https://arxiv.org/pdf/2002.06443.pdf.

[A3] R. AvousH, M. WojciecHowskI. Microlocal approach to the Hausdorff dimension of
measures. Preprint, https://arxiv.org/pdf/2004.01626.pdf, praca ztozona do publika-
cji.

Poniewaz przestanym materiatom nie towarzysza oSwiadczenia wspétautoréw, przyjmuje
— jak praktycznie wszyscy znani mi matematycy w podobnych sytuacjach — ze wyniki
powstaty w ramach wspoétpracy autoréw i wszyscy wniesli do odpowiednich artykutéw
rowny wktad, podpisujac sie na pracy w porzadku alfabetycznym. Przy takim zatozeniu
pisze recenzje; juz na wstepie chciatbym wyraznie stwierdzi¢, ze wspétprace doktoranta z
promotorem uwazam za modelowa i pozadana, a zawartos$¢ i tre$¢ matematyczna recen-

zowanej rozprawy sa w petni wystarczajace i spetniaja wszelkie zwyczajowe wymagania.

Sama rozprawa polega na wspdlnej prezentacji gtownych osiagnie¢ trzech po-
wyzszych prac. Jak pisze sam autor w streszczeniu i we wstepie, podjeta tematyka to
zwiazki analizy harmonicznej (miar) i geometrycznej teorii miary, a Scilej: opis struktury
noénikéw miar oraz ich prostowalnosci przy réznych warunkach natury geometryczno-
arytmetycznej, naktadanych na transformaty Fouriera tych miar. Motywacja do prowa-
dzenia takich badan jest co najmniej trojaka:
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« poszukiwanie daleko idacych uogélnien klasycznego twierdzenia Rieszéw, orzeka-
jacego, ze skoficzona zespolona miara Borelowska p na okregu taka, ze fi(n) = 0
dlan < 0, jest bezwgzlednie ciggta wzgledem miary Lebesgue’a;

« opis no$nikéw miar gradientowych, generowanych przez funkcje o wahaniu skon-

czonym, a takze ogélniejszych miar wektorowych;

+ badanie réznych charakteryzacji przestrzeni (typu) Hardy’ego i regularnosci obiek-
tow, otrzymywanych przez ostabianie czesci zatozen o symetrii w tych charaktery-

zacjach.

Nie liczac zwieztego wprowadzenia i zarysowania kontekstu (Rozdziat 1) oraz wstepnego
rozdziatu technicznego, w ktérym zebrane sa standardowe definicje i fakty z pogranicza
analizy harmonicznej i geometrycznej teorii miary (Rozdziat 2), rozprawa jest podzielona
na trzy zasadnicze czesci, odpowiadajace pracom [A1]-[A3].

Pierwsza z nich stanowi Rozdziat 3. Autor podejmuje w nim zagadnienia, nad kto6-
rymi pracowali M. Roginskaya i M. Wojciechowski w pracy [RW], z 2006 roku. Rozwazane
sa miary wektorowe My (R", ), o wartosciach w przestrzeni wektorowej £, podporzad-
kowane danej wigzce ¢, tzn. spetniajace nastepujacy dodatkowy warunek: dla zadane;j
wiazki, tzn. ciagtej funkcji ¢: R™\ {0} — G(m, E), jednorodnej stopnia 0, o wartosciach

w Grassmannianie G(m, E), zachodzi

u) € o(§),  £#0.

(Widac, ze jest to abstrakcyjne uogélnienie warunku, jaki spetniaja miary gradientowe —
dla nich po prostu m = 1i ¢(§) = span(§) € G(1,R™).) Gtéwne wyniki rozdziatu, odpo-
wiadajace na pytania postawione w [RW], to Twierdzenia 3.7 i 3.8. Pierwsze z nich orzeka,
ze jesli ¢ jest Lipschitzowska i spetnia warunek podobny do jednego z zatozen twierdzenia
Uchiyamy charakteryzujacego przestrzen Hardy’ego (przeciecie otoczek liniowych obra-
z6w skonczonego uktadu dwuwymiarowych podprzestrzeni jest puste), to (dolny) wymiar
Hausdorffa miary & wynosi co najmniej 2. Drugie jest wynikiem o prostowalnosci odpo-
wiednich miar — moéwi, ze jesli ¢ spetnia warunek Hoéldera z dowolnym wyktadnikiem
wiekszym od 3, a wiazka jest antysymetryczna (tzn. przeciecie wszystkich wartosci ¢(€)
jest puste), to miara p znika na wszystkich jednowymiarowych zbiorach catkowicie nie-
prostowalnych. Tematyka jest zywa i aktualna (i ); dla mnie waznym $wiadectwem tego
faktu jest praca Dimensional estimates and rectifiability for measures satisfying linear PDE
constraints, ktéra napisali A. Arroyo-Rabasa, G. De Philippis, J. Hirsch i F. Rindler, opu-
blikowana w GAFA; zwigzki m.in. z ta praca sa przekonujaco oméwione w podrozdziale
3.4 rozprawy. Dowody Swiadcza o tym, ze autor biegle postuguje sie réznymi narzedziami
analizy harmonicznej, a takze probabilistyki.

Sama zawarto$¢ Rozdziatu 3 bytbym sktonny uzna¢ za wystarczajacy materiat na
doktorat.

Rozdziat 4 jest w moim odczuciu najbardziej techniczny (w sensie: dowody wy-

magajg konkretnych rachunkéw i dla czytelnika sledzacego kolejne kroki nie zawsze jest
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jasne, jaka intuicja czy klarowna mysl przewodnia kryje sie za tymi rachunkami). Za-
wiera on oszacowania z dotu wymiaru Hausdorffa takich miar, dla ktérych transformata
Fouriera podlega dodatkowym ograniczeniom o charakterze arytmetycznym: znika poza
punktami kq™, gdzie ¢ > 1 i ponadto liczba k£ (mod ¢) # 0 nalezy do ustalonej podgrupy
w Zq (patrz Twierdzenie 4.2 i Twierdzenie 4.25). Wéréd wnioskéw z gtéwnych wynikow sa
oszacowania z dotu wymiaru Hausdorffa tzw. produktéw Riesza — lepsze od dotychczas

znanych.

Wreszcie, w Rozdziale 5 prezentowana jest zaleznos¢ geometrycznych wtasnosci
miar Radona — takich, jak wymiar Hausdorffa i prostowalno$¢ — od wtasnosci frontu
falowego miary. Twierdzenie 5.2 stanowi kryterium, okre$lajace oszacowanie wymiaru
Hausdorffa miary z dotu dzieki wtasno$ciom frontu falowego miary; zastosowanie tego
kryterium do miar na sferze S*»~! C C" daje kryterium prostowalnosci, uogélniajace
wyniki Aleksadrowa i Forelli’ego nt. miar pluriharmonicznych (tzn. takich miar, dla kté-
rych catka Poissona jest funkcjg pluriharmoniczna). Elegancki Wniosek 5.8 orzeka, iz do-

datnia miara pluriharmoniczna na S 1

znika na wszystkich zbiorach E wymiaru 2n—2,
o skonczonej mierze Hausdorffa .7#2" =2, nie tylko na podrozmaitoéciach wymiaru 2n — 2.
Dowody w tym rozdziale s zwiezte, dostepne dla kazdego analityka, ktory ma robocza

wiedze o teorii dystrybucji.

Jest rzeczg jasna, ze autor jest Swiadom wielu otwartych pytan, jakie wiaza sie z
jego praca i wynikami. To, a takze r6znorodno$¢ zaawansowanego analitycznego rzemio-
sta w dowodach, stanowi $wiadectwo jego matematycznej dojrzatosci i (mam nadzieje)
zapowiada dalsza kariere. Cata rozprawa napisana jest bardzo zwiezle; nie znalaztem zad-
nych istotnych usterek w dowodach czy tresci. Gtébwne zastrzezenia, jakie mogtbym mie¢,
maja pomniejszy charakter: bardzo chetnie widziatbym w pracy obszerniejsze wprowa-
dzenie, adresowane do stosunkowo szerokiego grona analitykow, a takze wieksza liczbe
przyktadéw i nieco wieksza dbato$¢ o czytelnika. W pewnym sensie, praca przypomina
staranny zapis dowodéw opowiadanych na seminarium — tylko w tekscie brakuje gestow
moéwiacego i mozliwosci jednoczesnego spogladania publicznosci na kilka gesto zapisa-
nych tablic (przyktad tego, o czym staram sie napisac, widac¢ np. na poczatku podrozdziatu
4.4: przeczytanie ze zrozumieniem dwoch pierwszych zdan wymaga pamietania oznaczen,
wprowadzanych na kilku wcze$niejszych stronach, a kilkunastu literom nie towarzysza
wypowiedziane nazwy obiektow ani inne narzedzia, ktérymi autor moze w podobnych
sytuacjach wspomagac¢ czytelnika). Nie umniejsza to jednak mojego szacunku dla doko-

nan autora.

Podsumowujac, stwierdzam z przekonaniem, ze rozprawa doktorska mgr.
Ramiego Ayousha spelnia wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymagania, sta-
wiane takim rozprawom. Wnosze o dopuszczenie autora do dalszych etapow po-

stepowania o nadanie stopnia doktora.
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