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Streszczenie osiggnie¢ wymienionych
pOwWYyZej

Ogdlny kontekst

Teoria mnogosci jest matematyczna dyscyplina badajaca nieskoniczonosé. Jej gléwnym
celem jest rozwiniecie sposobéw matematycznego myslenia o nieskonczonosci, ktére ma-
ja wyjasni¢ nasze intuicje na jej temat, oraz ktére maja uczyni¢ pojecie nieskonczonosci
uzytecznym dla reszty matematyki. Pomimo wzglednie mlodego wieku, teoria mnogosci
byta w stanie odpowiedzie¢ zaré6wno na wtasne gtebokie i fundamentalne problemy, jak
i znalazta zastosowanie w innych dziedzinach. Zastosowanie teoriomnogosciowych pomy-
stéw i metod mozna odnalez¢ w rozwigzaniu Problemu Kaplansky’ego autorstwa Roberta
Solovaya i Hugh Woodina [1], Problemu Whiteheada autorstwa Saharona Shelaha [39], Pro-
blemu Browna-Douglasa-Fillmore’a autorstwa Ilijasa Faraha [5], Problemu von Neumanna
autorstwa Matthew Foremana, Daniela Rudolpha i Benjamina Weissa [3] oraz Problemu
Przestrzeni L (L Space Problem) autorstwa Justina Moore’a [29]. W literaturze mozna
znalez¢ mnostwo podobnych przyktadéw zastosowan teoriomnogosciowych idei.

Wiele skutecznych metod teorii mnogosci zostato odkrytych w toku rozwiazywania pro-
blemoéw, ktore powstaly w obrebie jej samej, problemoéw nie zdajgcych sie mie¢ a priori
zwiazku z C* algebrami, nieskonczonymi grupami, uktadami dynamicznymi czy topologia.

Deskryptywna teoria modeli wewnetrznych (Descriptive Inner Model Theory)
(DIMT) jest dziedzina taczaca techniki deskryptywnej teorii mnogosci i teorii modeli we-
wnetrznych w celu rozwigzania podstawowych probleméw postawionych w ramach Pro-
gramu Godla.

Program Godla jest duzym przedsiewzieciem naukowym dotyczacym najbardziej fun-
damentalnej trudnosci pojawiajacej sie w teorii mnogosci, niezalezno$ci: niemoznosci roz-
strzygniecia w ramach standardowej aksjomatyki (ZFC), czy jej dowolnego niesprzecznego
rozszerzenia, narzucajacych sie pytan na temat nieskonczonych zbioréw, miedzy innymi
Hipotezy Continuum (CH). Program Gédla polega na usuwaniu nierozstrzygalnosci z pod-
staw matematyki poprzez badanie naturalnych rozszerzen ZFC. Jego celem jest pozbycie
sie hipotez niezaleznych od danej naturalnej, stanowigcej podstawe matematyki, teorii T’
poprzez przejscie do silniejszej teorii, ktéora bedzie tak samo naturalna jak 7', oraz kto-
ra rozstrzygnie wszystkie, lub niektére, pytania nierozstrzygalne na gruncie 7. Pomyst
Godla streszczony w [9] byt taki, ze iterowanie tego procesu miatoby rozwiazaé wszystkie
problemy niezalezne od ZFC i ze wszystke te problemy beda rozwigzane w ramach tzw.
Hierarchii Wielkoliczbowej (Large Cardinal Hierarchy) (LCH). Pomimo tego, ze
LCH nie jest w stanie spelni¢ marzen Godla, co pokazali Levy i Solovay w swoim glo-
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snym wyniku, istniejg inne hierarchie teoriomnogosciowe, takie jak aksjomaty forsingowe
(forcing axioms) lub aksjomaty determinacji - sa one $cisle powiazane z LCH i znakomicie
stuza do rozwigzywania naturalnych problemoéw, takich jak CH, ktére sg nierozstrzygalne
na gruncie ZFC. Jednakze, wielo$¢ aksjomatyk o charakterze podstawowym, ktére istotnie
wzmacniajg teori¢ mnogosci, tworzy niejasnos$ci przez co wazne pytania, takie jak CH, w
gruncie rzeczy pozostajg nierozwigzane.

Program Steela jest modyfikacja Programu Godla, ktora dotyczy problemu niezgod-
nosci poszezegdlnych uzytecznych teorii podstawowych (patrz [19]). Wedtug Steela to nie
jest istotne, czy da sie znalezé¢ teorie opisujaca jedyny, prawdziwy w sensie Platonskim,
model teorii mnogosci, — taki projekt wydaje sie by¢ nie do zrealizowania, — ale czy
da si¢ przettumaczy¢ pytania jednej podstawowej teorii na pytania drugiej. W jego opi-
nii, r6znica pomiedzy naturalnymi teoriami podstawowymi, rozstrzygajacymi CH na rézne
sposoby, jest podoba do tej pomiedzy jezykami. Pomimo iz rozne podstawy moga dawac
inne odpowiedzi na CH, powinno by¢ mozliwe zinterpretowanie jednej teorii w obrebie dru-
giej i pokazanie w ten sposéb, ze konkretne rostrzygniecie CH nie ma duzego znaczenia.
Innymi stowy, nie jest wazne czy CH jest rozstrzygana tak samo przez kazda podstawe, ale
czy wszystkie znaczace sposoby rozumowania o Continuum moga by¢ ttumaczone miedzy
soba.

Takie ttumaczenia miedzy podstawami realizuje sie zazwyczaj albo za pomocg for-
singu zapoczatkowanego przez Cohena, albo Indukcji Rdzeniowej (Core Model Induction)
(CMI) Hugh Woodina. Forsing jest narzedziem konstruowania zewnetrznych modeli nato-
miast CMI jest narzedziem konstruowania wewnetrznych modeli i matematycy zajmujacy
sie teorig mnogosci uzywaja obu, aby tworzy¢ ttumaczenia pomiedzy réznymi teoriami
podstawowymi.

Stanie si¢ jasne dla kazdego czytajacego moje prace, ze Program Steela wywart na nie
ogromny wplyw.

Zaplecze

Deskryptywna teoria mnogosci.

Motorem rowojowym dla wiekszosci teorii mnogosci byta Hipoteza Continuum (CH) Can-
tora. Mozna powiedzie¢, ze klasyczna deskryptywna teoria mnogosci, rozwijana przez Ro-
syjskich matematykow Luzina, Suslina i Aleksandrowa, byta préoba jej (Hipotezy Continu-
um) rozwiazania. Jednym z ich gléwnych wynikéw jest dowdd, ze wszystkie analityczne
podzbiory prostej rzeczywistej sa albo przeliczalne, albo réwnoliczne ze zbiorem liczb rze-
czywistych, co oznacza, ze CH zachodzi dla zbioréw analitycznych. Dowdd ten jest tak
wpltywowy, ze wiele pomystow we wspotczesnej deskryptywnej teorii mnogosci stojacych



za takimi pojeciami jak skale (scales), czy zbiory Suslina (Suslin sets) ma swoje korzenie
w tym jednym dowodzie.

Nie mogac rozszerzy¢ swojej analizy zbioréw analitycznych na hierarchie zbioréw defi-
niowalnych i rezonujac niejako pytanie Lebesgue’a, czy da si¢ wskazacé zbiér niemierzalny,
Luzin stwierdzit w swojej stynnej deklaracji, ze “nie wiadomo i nie bedzie wiadomo” czy
wszystkie definiowalne, albo nawet rzutowe podzbiory prostej rzeczywistej podlegaja CH
lub sa mierzalne w sensie Lebesgue’a. To jest poczatek nowoczesnej deskryptywnej teo-
rii. mnogodci, badan wlasnosci teoriomnogosciowych definiowalnych liczb rzeczywistych,
zbioréw liczb rzeczywistych w ogélnosei i naturalnych obektéw nieskonczonych (takich jak
Borelowskie relacje rownowaznosci). Filozofia deskryptywnej teorii mnogosci, rozwinieta
przez grupe Kabalistow (Cabal group) !, jest podobna do tej Programu Godla: znalez¢ na-
turalne aksjomaty o zbiorach liczb rzeczywistych, ktére moga zostaé¢ uzyte do uogdlnienia
teorii zbioréw analitycznych na kolejne stopnie hierarchii zbioréw definiowalnych.

Aksjomat Determinacji

Zalozmy ze X jest zbiorem A C X“. Rozwazmy gre GX w ktérej gracze I i 11 wyko-
nujg ruchy naprzemiennie wybierajac elementy X. Gra trwa w tur, skutkujac utworzeniem
ciagu ¥ = (g, 21, ..., Tn, ...). Gracz I wygrywa gre jesli ¥ € A. W przeciwnym razie, Gracz
IT wygrywa. A jest zdeterminowany, jesli jeden z graczy ma strategie wygrywajaca w G5 .

Definicja 0.1 ADx jest stwierdzeniem, Ze wszystkie podzbiory X“ sq zdeterminowane (w
szczegolnosci, jeden z graczy ma strategie wygrywajgcy).

W przypadku X = w, ADx jest znanym Aksjomatem Determinacji (AD). AD* jest wzmoc-
nieniem AD sformulowanym przez Woodina (patrz [22]). Nie wiadomo, czy AD pociaga
AD*. Wiadomo jednak, ze jesli L(R) F AD to L(R) F AD*. W celu praktycznym, czytel-
nik moze nie zwraca¢ uwagi na +.

Od publikacji AD przez Mycielskiego i Steinhausa [30] w latach 60, badanie jego modeli
stato sie sporym tematem we wspodtczesnej teoii mnogosci. Wkrotce AD zostat gléwnym
aksjomatem uzywanym do badania regularnosciowych wtasnosci definiowalnych zbiorow
liczb rzeczywistych, jako ze pociagga za sobg wiekszo$¢ znanych takich wlasnoéci 2. AD jest
znakomitym przyktadem aksjomatu, ktorego szukali Kabalici.

Kabalisci zapoczatkowali badanie hierarchii defniowalnosci przy zatozeniu AD i po-
kazali, ze teoria zbioréw analitycznych przenosi si¢ na wszystkie dostatecznie domknigte
poziomy hierarchii definiowalnosci. W szczegdlnosci, wszystkie nieparzyste poziomy hierar-
chii rzutowej posiadaja wtasnosci podobne do zbioréw koanalitycznych. Ich wyniki mozna
znalez¢ w natepujacych tomach: [14], [15], [16], [L7], [1&], [19], [20].

LGrupa badaczy teorii mnogoéci z Kalifornii, Caltech i UCLA.
2 , ;- /2 . . /2 . y 7z ey .
W szczegdlnosci: wlasnosé zbioru doskonatego, mierzalnos¢ w sensie Lebesgue’a, wlasnosé¢ Baire’a itd.



Jedna z najwazniejszych wtasnosci nieskonczonych liczb kardynalnych odkryta i zba-
dang przez Kabalistow jest bycie liczbg Suslina.

Definicja 0.2 Zbior liczb rzeczywistych A C w® jest k-Suslina jesli istnieje drzewo T C
W< x K< takie ze A = p[T| gdzie p|[T] ={z € R:3f 1w —kVn€w(x [n,f | n) €T}
K jest liczbg Suslina jesli istnieje zbior liczb rzeczywistych A ktory jest k-Suslina ale nie
jest -Suslina dl wszystkich < k.

Liczby i zbiory Suslina sg interesujace wylacznie w kontekstach takich jak AD, ogranicza-
jacych dyskusje do zbioréw definiowalnych. Shoenfield pokazal, ze wszystkie Y2-zbiory sa
wi-Suslina poprzez drzewo T' € L. Sa podobne reprezentacje dla 1, ¥} itd. ale wymagaja
one wiecej niz ZFC.

Przy zatozeniu ZF 4+ DC + AD, zbiory liczb rzeczywistych moga zosta¢ umieszczone w
hierarchii ztoZonosci, tzw. Hierarchii Wadge’a, uporzadkowanej przez ciggta redukowal-
nos¢, czy raczej redukowalnos¢ Wadge’a (patrz [53]). Dla liczby porzadkowej «, niech T,
bedzie a-tym poziomem wspomnianej hierarchii. Waga liczb Suslina polega na tym, ze
poziomy hierarchii na ktérych pojawia sie nowa informacja, odpowiadaja liczbom Suslina.
Ta nowa informacja jest w zasadzie drzewo z Definicji 0.2 (patrz [11] i [10]).

Definicja 0.3 © = sup{a : istnieje surjekcja f: R — o}

Wiadomo, ze hierarchia Wadge’a ma dtugosé © (patrz [10]).

Hierarchia Solovaya

Solovay wynalazl genialny sposéb mierzenia stopnia zdeterminowania zbioréw w uniwer-
sum. Majac na uwadze definicje © (patrz Definicja 0.3), X jest ODy jesli dla pewnego
s € Ord<, X jest defniowalny z Y i s.

Ciag Solovaya jest zamknietym ciagiem (6, : a < Q) liczb porzadkowych zdefiniowanym
nastepujaco:

1. fy = sup{B: 3f : p(w) — B(f jest surjekeja bedaca OD)}

2. Dlaa+1<Q, 0,1 =sup{f:3f:p0.) — B(f jest surjekcja bedaca OD)}
3. Dla granicznej o < {2, 0, = supg_,, 05.

4. ) jest najmniejsza taka, ze 0o = O.

Poprzez Q, jest mozliwe otrzymanie hierarchii aksjomatéw determinacji. I tak, ADT + © = 6,
jest silniejszym aksjomatem niz ADT + © = 6,.
O\eg, Wprowadzony ponizej, jest aksjomatem z tej hierarchii.



Definicja 0.4 O, jest teorig ADg + “O jest reqularng liczbg kardynalng”.

Wynik otrzymany przez Martina i Woodina méwi, ze O, jest rownowazna z ADT +
1 = © + “O jest regularng liczbg kardynalng”. ©,, odgrywa znaczaca role w badaniu
hierarchii Solovaya i w teorii mnogosci w ogole. Jednym z powoddéw jego istotnosci jest
nastepujace wazne twierdzenie Woodina, ktére wzmacnia wczesniejsza przetomowa prace
Steela-Wesepa (patrz [51]).

Twierdzenie 0.5 (Woodin) Zaléimy ZF+©,s+V = L(p(R)). Wtedy istniejq czesciowy
porzgdek P i czesSciowy porzadek Q takie, zZe jesli G C P i H C Q sq generyczne, to zachodzq
nastepujgce:

1. V[G] E ZFC + MM**(c)3.
2. V[H] E ZFC + CH + “Istnieje wy gesty ideat na w,”*.

Innym waznym aksjomatem w hierarchii Solovaya jest Aksjomat Najwiekszej Liczby Suslina
(The Largest Suslin Axiom) (LSA).

Definicja 0.6 (Woodin w [55]) Aksjomat Najwiekszej Liczby Suslina® to koniunkcja na-
stepujgcych aksjomatow.

1. AD™.
2. Istnieje najwieksza liczba Suslina.

3. Jesli k jest najwiekszq liczbg Suslina, to dla kazdego N < k nie ma OD surjekcji
fip(K) = k.

LSA jest silniejszy od ©eg. W 0gélnosci, z rezultatéow Martina i Woodina wynika, ze przy
zatozeniu ADg, ciag Solovaya ma graniczng dtugos$é, podczas gdy w obecnosci najwiek-
szej liczby Suslina, ciag Solovaya ma diugo$¢ bedaca nastepnikiem. I tak, LSA nalezy
do nastepnikowych stopni Hierarchii Solovaya, gdy ©e, nalezy do pozioméw granicznych.
Jednakze, LSA jest czyms na rodzaj anomalii poniewaz nie posiada wtasnosci najczesciej
spotykanych na poziomach nastepnikowych Hierarchii Solovaya. Zachowuje sie bardziej jak
hybryda poziomu nastepnikowego i granicznego.

Wspblczesdnie, aksjomat odgrywa kluczowa role w wielu aspektach teorii modeli we-
wnetrznych, i funkcjonuje wyraznie w Ostatecznym L (Ultimate L Framework) Woodina®.

3MM to aksjomat forsingowy Maksimum Martina (Martin’s Maximum) i MM(c) jest tym samym ak-
sjomatem dla czesciowych porzadkéw mocy continuum. Po wiecej informacji o MM*T patrz [7]. Dowod
wyniku mozna znalezé w [55, Rozdzial 9.2.2].

1Dowéd mozna znalezé w Pracy (14).

STerminologia jest mojego autorstwa.

SPatrz [0, Definicja 7.14] i Aksjomat I i Aksjomat II na stronie 97 w [56].



Zbiory uniwersalnie Baire’a

Zbioér liczb rzeczywistych A jest uB (uniwersalnie Baire’a), jesli jego wszystkie ciagte
przeciwobrazy maja wlasno$é Baire’a (patrz [0]). Réwnowaznie, zbiér liczb rzeczywistych
A C R jest uB wtedy i tylko wtedy gdy jest k-uB dla wszystkich k, i A jest k-uB jesli sa
drzewa T'1 S na w x k takie ze A = p[T] i jesli g jest generyczny dla porzadku czescio-
wego mocy < k, w V[g|, p[S] = (p[T])¢ (patrz [0]). Naturalng interpretacja A w V[g] jest
A, = (p[T])V). Da sie pokazaé, ze A, nie zalezy (T, .5).

Definicja 0.7 Niech uB" bedzie zbiorem k-uB zbiordw liczb rzeczywistych, i jesli g jest
generyczny, to niech uBj = (uB")Vll 4 uB, = NkuBy.

Niesprzecznos¢ AD bylta duzym otwartym problemem w teorii mnogos$ci. W pracy o
dono$nym znaczeniu, ktéra zostata nagrodzona w 1988 Nagroda Karpa (Karp Prize),-
najbardziej prestizowa nagroda oferowana przez Association of Symbolic Logic,- Tony
Martin, John Steel i Hugh Woodin pokazali, ze przy zalozeniu istnienia nieskonczenie
wielu liczb Woodina i liczby mierzalnej nad nimi, AD zachodzi w L(R) [27, 51, 26]. Woodin
pdzniej udowodnit twierdzenie o modelu otrzymanym (derived model theorem), ktére jest
nasza gtowna metoda otrzymywania determinacji z istnienia duzych liczb kardynalnych.

Niech A bedzie liczba kardynalna, g C Coll(w, < A) bedzie generyczny i v < A. Niech tez
o = gNColl(w, < ). Jedlia < A1 A € uB;\a, potdzmy A* = Upelan)Ag,, R* = UqeaRV19e]
I'={A:3a < \IB € uBf]‘a(A = B*)}, i niech I'" bedzie zbiorem A € V(R*) N p(R*)
takim ze L(A,R*) F AD™.

Twierdzenie 0.8 (Twierdzenie o Modelu Otrzymanym, [42]) Zaléimy zZe A jest gra-
nicq liczb Woodina i g C Coll(w, < \) jest generyczny. Wtedy L(I', R*) E AD" i L(I'", R*) E
AD*. Co wiecej, jesli )\ jest granicq liczb < A-silnych (A-strong) to T' = T'T i L(I,R*) E
ADg.

Generyczna absolutnosé i Sealing

Jednym z gtéwnych tematéw w badaniu generycznej absolutnosci jest badanie wynikéw
podobnych do Twierdzenia Schoenfielda o Absolutnosci. Idac w tym kierunku, Woodin
udowodnit silng wersje tego twierdzenia dla pojedynczych uB zbiorow.

Twierdzenie 0.9 Zaloimy, zZe istnieje klasa liczb Woodina i zatézmy, ze A C R jest zbio-

rem uB. Wtedy, jesli g jest V -generyczny, to istnieje zanurzenie elementarne j : L(A,R) —
L(Ag, R,) takie ze j(A) = A,.



Sealing jest stwierdzeniem, ze podobna generyczna absolutno$¢ zachodzi dla zbioru wszyst-
kich uB zbioréw.

Definicja 0.10 Sealing jest koniunkcjg nastepujgcych stwierdzer.
1. Jezeli g jest V-generyczny, L(uB,,R,) F AD" i w Vig], p(R,) N L(uB,,R,) = uB,.

2. Jezeli g jest V-generyczny i h jest V|g]-generyczny, to istnieje elementarne wlozenie
j: L(uB,,Ry) — L(uBgun, Ryun) takie ze j(A) = Ay dla dowolnego A € uB,.

W éwietle Twierdzenia 0.9, naturalnym jest pytanie o to, czy Sealing jest konsekwencja
aksjomatu wielkoliczbowego. Mimo tagodnego brzmienia, pytanie to niesie za soba powaz-
ne konsekwencje dla problemu modelu wewnetrznego (inner model problem) (patrz nizej).
Nieoczekiwanie jednak, Woodin pokazal, ze Sealing zachodzi w rozszerzeniu generycznym.

Twierdzenie 0.11 (Woodin, [24]) Zaldimy, Ze k jest liczbq superzwartq i Ze istnieje
klasa liczb Woodina. Niech g C Coll(w,2%"). Wtedy V|g] F Sealing.

Program Modelu Wewnetrznego i Problem Modelu Wewnetrznego

Celem Programu Modelu Wewnetrznego (Inner Model Program) (IMP) jest konstrukcja
L-podobnych modeli wewnetrznych zawierajacych duze liczby kardynalne. Problem kon-
strukcji kanonicznego modelu wewnetrznego dla aksjomatu wielkoliczbowego ¢ jest znany
jako Problem Modelu Wewnetrznego (Inner Model Problem) (IMPr) dla ¢. Istnieje wiele ar-
tykutow wyjasniajacych na temat IMP i IMPr. Czytelnik chcacy dowiedzie¢ si¢ wiecej na
ten temat powinien zajrze¢ do [12], [35], [37].

W [32], Neeman, zaktadajac istnienie liczby Woodina bedacej granica liczb Woodina,
rozwiazal IMPr dla liczby Woodina bedacej granica liczb Woodina i dla liczb nieco wigk-
szych. Wynik Neemana jest najlepszym biezacym wynikiem dla IMPr. Jednakze, to jest
rozwigzanie dla jedynie drobnego wycinka raju aksjomatéw wielkoliczbowych, oraz jest
ono specyficzne dla hipotezy (nad ta kwestig sie jeszcze pochylimy).

Niestety Sealing implikuje, ze IMP, w swojej wspotczesnej formie, nie moze zostaé zre-
alizowany, poniewaz jesli M jest modelem spetniajacym oczekiwania wspotczesnej teorii
modeli wewnetrznych i posiada pewne podstawowe wtasnosci domkniegcia, to M F “istnieje
dobre uporzadkowanie liczb rzeczywistych w L(I'*°,R)”. Poniewaz z AD wynika, ze liczby
rzeczywiste nie moga zostaé¢ dobrze uporzadkowane, M nie moze spelia¢ Sealingu. Zatem,
mamy co nastepuje “:

"Dychotomia Sealingu jest dobrze znana wéréd badaczy teorii modeli wewnetrznych i nie mamy na
my$li, ze zauwazyliSmy ja pierwsi.
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Dychotomia Sealingu (Sealing Dichotomy)
Albo zadna teoria wielkoliczbowa nie pocigga Sealingu, albo Problem Modelu Wewnetrznego
dla pewnej liczby kardynalnej nie ma rozwigzania spetiajacego wspotczesne normy.

Myszki (Mice) i Ekstendery x

W celu wyjasnienia na czym polega IMPr, wprowadzimy pojecia ekstendera i iterowalnosci.
Ekstendery to po prostu koherentne ciagi ultrafiltrow. Jak zostato wspomniane, celem IMP
jest konstrukcja kanonicznych L-podobnych modeli wewnetrznych dla aksjomatéow wielko-
liczbowych. Wspétczesna metodologia jest taka, ze te modele sg otrzymywane w Godlowski
sposob z ekstenderow, obiektéw ktorych istnienie wynika z aksjomatow wielkoliczbowych.
Ekstendery najlepiej sie¢ wprowadza poprzez indukowane przez nie elementarne wtozenia.

Zalozmy, ze M i N sa przechodnimi modelami teorii mnogosci i j : M — N jest
nietrywialnym wlozeniem elementarnym. Niech k = crit(j) i niech A\ € [k, j(k)) bedzie
liczbg porzadkowa. Potozmy

E; ={(a,A) € = x p(r)" : a € j(A)}.

E; nazywamy (k, \)-ekstenderem otrzymanym z j. E; jest tak naprawde M-ekstenderem,
jako ze mierzy on zbiory w M. Mozna rowniez zdefiniowaé ekstendery abstrakcyjnie po-
przez ultrafiltry, bez odwotania do stowarzyszonego j, i wtedy pokazaé, konstruujac ultra-
potege, istnienie elementarnego wlozenia. Dla danego (k, \)-ekstendera E' nad M, niech
g : M — Ult(M, E) bedzie kanonicznym wtozeniem w ultrapotege. Obliczenia polegajace
na rozwinieciu definicji pokazuja, ze E jest ekstenderem otrzymanym z mg. Podobne ob-
liczenia pokazuja rowniez, ze k = crit(ng) i (k) > A. Zazwyczaj stosuje si¢ oznaczenie
crit(E) na i [h(E) = A3. Nietrudno zauwazy¢, ze dla a € [A\|<¥, E, jest ultrafiltrem
skupionym na [k]1%, i ze jesli a C b to Ej, naturalnie rzutuje si¢ na E,.

Motywacja dla wprowadzenia ekstenderow jest fakt, ze otrzymywana za ich pomoca
ultrapotega tapie wiekszy fragment uniwersum niz ultrapotega konstruowana w zwyczajny
sposéb. W szczegdlnodei, przy zatozeniu wielkoliczbowym, mozna mieé (k, A)-ekstender £
taki ze V), C Ult(V, E). Z tego powodu, wszystkie pojecia wielkoliczbowe stabsze od liczby
supersilnej (superstrong cardinal) moga zostaé ztapane przez ekstender.

Ekstendery zdefniowane w sposdb powyzszy sa nazywane krotkimi: ekstenderami, gdzie
krotkos$é odnosi sie do faktu, ze wszystkie jego ultrafltry sa skoncentrowane na jego punkcie
krytycznym. Pojecia wielkoliczbowe, takie jak superzwartosé (supercompactness), ogrom-
no$¢ (hugeness) itd. nie moga zostaé ztapane przez krétki ekstender, poniewaz zanurze-
nia swiadczace o superzwartosci generuja miary, ktére nie sa skoncentrowane na punkcie
krytycznym. Jednakze, mozna ztapac¢ te pojecia wielkoliczbowe za pomoca tak zwanych
dtugich ekstenderéw (ktére nie beda nam potrzebne).

84 (E) jest dtugoscia E”.
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Obszar zatozen wielkoliczbowych tapany przez krotkie ekstendery to obszar liczb su-
persilnych. Liczba k jest jest supersilna, jesli istnieje zanurzenie j : V' — M z punktem
krytycznym crit(j) = i V) € M. Liczby supersilne sg bliskie optymalnym pojeciom
wielkoliczbowym dajacym sie wyrazi¢ za pomocy krotkich ekstenderdw.

Obecnie, w celu rozwiagzania IMPr dla pewnego zatozenia wielkoliczbowego, probuje sie
konstruowa¢ model postaci L[E] gdzie E jest starannie dobranym ciggiem ekstenderow.
Czytelnik zainteresowany doktadng postacia L[E] powinien zajrze¢ do [15].

Myszki (Mice) to iterowalne prawiemyszki (iterable premice). Prawiemyszka to struk-
tura postaci La[ﬁ] gdzie E jest koherentnym (coherent) ciggiem ekstenderow. Ekstendery
to koherentne kolekcje ultrafiltrow. Czytelnik nic nie straci, jesli bedzie je traktowat jako
ultrafiltry. Intuicyjnie, M = L, [E] jest iterowalny, jesli iteracja konstrukcji ultrapotegi M
skutkuje wytacznie dobrze ufundowanymi modelami. Bardziej formalnie, M jest iterowal-
na jesli Gracz 11 ma strategie wygrywajaca w grze iteracji (iteration game) G, +1(M).
Ge(M) jest gra dwuosobowa diugosci &, w ktorej gracze tworza ciagi prawiemyszek i za-
nurzen miedzy nimi w nastepujacy sposob.

Gracz I gra w krokach nastepnikowych i Gracz I gra w krokach granicznych. Zat6zmy;,
ze w kroku n+1 < &, w wyniku gry zostaly utworzone prawiemyszki (M, : a < ). Gracz
I wybiera wtedy ekstender E z M,,, oraz odpowiedni a < 1 i wtedy M, 11 = Ult(M,, E).
Czasami o < 7 co sprawia, ze ze przebieg gry przypomina drzewo, drzewo iteracyjne
(an iteration tree). W kroku granicznym A, 11 musi wybrac galaZz drzewa iteracyjnego w
taki sposob, ze granica skierowana modeli z galezi jest dobrze ufundowana. Wtedy M
jest doktadnie ta granica skierowana (direct limit). /1 wygrywa, jesli wszystkie modele w
koncowym drzewie iteracyjnym sa dobrze ufundowane. X jest strategiq iteracyi (iteration
strategy) dla M jedli jest strategia wygrywajaca dla I1 w grze iteracyjnej dtugosci wy + 1
na M. Mysz nazywamy -iterowalna jesli /1 ma wygrywajaca strategie w Ge(M). 2 jest
¢-strategia iteracyjna, jesli jest strategia wygrywajaca dla 11 w G¢(M).

Problem HOD (The HOD Problem)

W latach 70. i 80., grupa badaczy teorii mnogosci, znana jako grupa Kabalistow, doko-
nala dokltadnej analizy L(R) zaktadajac AD w L(R). W ramach tej analizy Moschovakis
zainicjowal badanie uniwerséw gier (playful universes), z ktérych najwiekszym w L(R)
jest HOD*®) Przypomnijmy, ze HOD to uniwersum zbioréw dziedzicznie porzadkowo
definiowalnych (hereditarily ordinal definable) i ze HOD E ZFC. Kabalisci zauwazyli, ze
HOD™ ma mnéstwo interesujacych strukturalnych wtasnosci. Na przyktad, pokazali ze
HOD*® £ CH i ze wlL(R) jest najmniejsza mierzalng liczba w HOD. Co wiecej, Kunen po-
kazal, ze AD implikuje, ze przeliczalnie zupetne ultrafiltry na liczbach porzadkowych < ©
sg porzadkowo definiowalne, co pociaga ze HOD F “O jest granicag liczb mierzalnych”.
Punktem kulminacyjnym tych wynikéw byto twierdzenie Woodina, ze zaktadajac AD,
jesli (0, : a < Q) jest ciagiem Solovaya, to dla o + 1 < €2 zachodzi HOD F “0,,, jest
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liczba Woodina”. Zatem naturalnym kierunkiem badan stato sie szukanie interesujacych
wtasnosci HOD przy zalozeniu AD lub AD™.

Pierwszy duzy przetom nastapit w latach 90., kiedy Steel pokazal, ze zaktadajac V =
L(R)+ AD, VIOP jest uniwersum prawiemyszki (przypomnijmy, ze prawiemyszki to struk-
tury postaci (La|E], E, €)). Woodin natomiast pokazal, ze cate HOD nie jest prawiemysz-
ka, ale jest myszkq hod (hod mouse) ktéra zdeiniujemy pdzniej. Wazna konsekwencja tych
prac jest to, ze zaktadajac V = L(R)+ AD, zachodzi HOD F GCH, < itd. Nagle, Kabalisci
mogli zaczaé¢ uzywacé nie tylko metod zwigzanych z AD, ale réwniez wyrafinowanej ma-
szynerii modeli wewnetrznych do dowodzenia twierdzen o L(R) lub przy zatozeniu AD*
w ogolnosci. Jednym z takich zaskakujacych dowodow uzywajacych modeli wewnetrznych
jest dowdd Steela i Woodina, ze AD" implikuje, ze wszystkie liczby kardynalne < © sa
mierzalne. Jednakze, nastepujacy fundamentalny problem pozostal otwarty.

Problem HOD: Wersja uproszczona. Zatézmy ADT. Czy HOD F GCH?

Oczekuje sie, ze odpowiedz jest pozytywna, oraz ze dowdd bedzie przypominat dowodd w
przypadku L(R). Scislej méwiac, oczekuje sie ze jedyny sposobem na rozwiazanie Problemu HOD
jest rozwigzanie go w nastepujacej, modelowej wers;ji.

Problem HOD. Zalézmy AD*. Czy HOD jest strategiczna prawiemyszka (strategic pre-
mouse)?

Problem HOD jest najbardziej wymagajacym otwartym problemem deskryptywnej teo-
rii modeli wewnetrznych. Jest wpisany w kazdy aspekt tego zestawienia i jest gléwnym

kierunkiem badan Sargsyana.

HOD Myszki

Strategiczne ekstenderowe modele, lub strategiczne prawiemyszki, to struktury postaci
M=1L, [E , 2| gdzie X jet strategia iteracji. Tutaj, ¥ jest wewnetrzna dla M, tj. dotyczy
wylacznie iteracji zawartych w M. Strategiczne prawiemyszki pojawiajace sie w bada-
niach HOD w modelach z determinacja sg nazywane hod myszkami, sa to strategiczne
myszki postaci M = L,[E, Y] gdzie ¥ jest strategia dla samego M. Tak jak w przypadku
prawiemyszek, hod myszka jest iterowalng hod prawiemyszka poprzez strategie zgodng ze
strategia wewnetrzna hod prawiemyszki.

Teoria hod myszek jest rozwijana w analogii do teorii zwyktych myszek. Gtéwne na-
rzedzie jest znane pod nazwa przyréwnywanie (comparision). Powiemy ze (M, Y) jest hod
parg jesli M jest hod myszka i ¥ jest jej strategig. P nazwijmy Y-iteratem M jedli jest
ostatnim modelem w pewnym przebiegu gry iteracji na M w ktorej Gracz II gra wedtug
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Y. Zauwazmy ze P, bedac iteratem M, ma postac LQ[EP, ¥7]. Zalézmy teraz, ze 8 < a.
Potézmy P|3 = Ls[EP, ¥7]. Wtedy mamy, ze 3 indukuje strategie iteracji Ypis dla P|S.
Otrzymujemy ja najpierw ustalajac przebieg p gry iteracji na M tworzacej P, i potem
ktadac Xpis(q) = X(p~q), gdzie ¢ jest przebiegiem gry iteracji na P|3. Tak zdefiniowa-
na Yp|, zalezy od p, ale w praktyce, wszystkie istotne strategie iteracji majg dodatkows
wtlasnosé niezaleznosci od p.

Zalozmy ze (M, X) i (N, A) sa dwiema hod parami. Przyréwnanie dla (M, %) i (N, A)
oznacza, ze zachodzi jedno z ponizszych.

1. Jest X-iterat P dla M taki, ze dla pewnego 3 < «, P|F jest A-iteratem dla N i
Apig = Epjs.

2. Istnieje A-iterat P dla N taki, ze dla pewnego § < «, P|f jest L-iteratem dla M i
Apis = Zpip.

Kluczowa réznica pomiedzy myszkami i hod myszkami jest to, ze pierwsze ewoluuja
wzdtuz hierarchii wielkoliczbowej, a drugie ewoluuja wzdtuz Hierarchii Solovaya. W [33] i
[30], Sargsyan rozwinat teorie (uwarstwionych - layered) hod myszek ktéra pokrywa modele
zdeterminowania ponizej LSA i troche powyzej. W [50], Steel rozwinat teorie (Ibr) hod
myszek, ktora pokrywa wszystkie odcinki poczatkowe Hierarchii Solovaya ponizej liczby
supersilnej. Steel, jednakze, nie skonstruowat hod myszek powyzej tych skonstruowanych
przez Sargsyana w [30]. Niemniej jednak, Steel zupeie rozwiazal problem przyréwnania
dla hod myszek ponizej liczb supersilnych poprzez pokazanie ze przyrownanie dla hod
myszek zachodzi przy zalozeniu AD™ i Ze nie istnieje model wewnetrzny z liczba supersilna.

Definicja 0.12 NIS oznacza “nie ma modelu wewnetrznego z liczbg supersilng” i NWLW
oznacza “nie ma modelu wewnetrznego z liczbg Woodina bedgcg granicg liczb Woodina™.

Uklady Skierowane, HOD i Generacja

Zatozmy, ze (P,3) jest hod para. Powiemy ze (Q,A) jest iteratem (P,X) jesli Q jest
Y-iteratem P i A = Y. Przyréwnanie implikuje ze zbiér iteratéw (P, 3) tworzy uktad skie-
rowany. Scidlej, majac dwa iteraty (P,%), (Q,A) i (R, ¥), potézmy (Q,A) <> (R, T)
jesli R jest A-iteratem Q. Z przyréwnania wynika, ze <(P¥) jest skierowany. Okazuje sie,
ze zanurzenia iteracyjne mp o : P — Q, mpr : P — R imgr : @ — R komutuja, tzn.,
TpR = ToRr © Tp,o. Niech zatem M (P,X) bedzie granica skierowana wszystkich ite-
ratow (P, ). We wszystkich znanych czesciowych wynikach dotyczacych Problemu HOD
wychodzi, ze jesli 0, < © jest wyrazem ciagu Solovaya, to istnieje hod para (P, Y) taka,
ze %EOD jest uniwersum M. (P, X)|0,. Stwierdzenie orzekajace istnienie takej hod pary
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(P, %) jest nazwane Generacja (Generation) w [30] i HPC w [50]. Oto aktualne, precyzyjne
sformutowanie.

Definicja 0.13 Zatéimy ADT + NIS. Wtedy, jesli A C R jest taki, ze A i A® sq Suslina,
to jest hod para (P,X) taka, Ze P jest przeliczalny, ¥ jest wi-strategiq dla P i A jest
defintowalny w (HC, 3, €).

Wszystkie znane czesciowe rozwigzania Problemu HOD opieraja sie na czesciowych wyni-
kach dotyczacych Generacji. W rzeczywistosci, Steel pokazal w [50], ze zakladajac ADg +
NIS + Generacja, Problem HOD ma pozytywne rozwigzanie. W tym sensie, Generacja jest
najwazniejszym problemem deskryptywnej teorii modeli wewnetrznych.

Hipoteza Mysiego Zbioru

Hipoteza Mysiego Zbioru (Mouse Set Conjecture) orzeka, ze Chwytanie Myszek (Mouse Capturing)
zachodzi w naturalnych modelach AD™. Zostata ona wyodrebniona przez Steela i Woodina,
w latach 90. Pokazali oni, ze zakladajac AD +V = L(R), dla =,y € R, = jest porzadkowo
definiowalny z y wtedy i tylko wtedy, gdy x jest w myszce nad y. Ten wynik jest uogdlnie-
niem wielu innych w teorii mnogosci i teorii rekursji, charakteryzujacych definiowalnos¢
w kanonicznych modelach fragmentéw teorii mnogoéci. Przywotajmy twierdzenie Kleene-
go, ze hiperarytmetyczne liczby rzeczywiste to doktadnie te zawarte w Lex i twierdzenie
Schoenfielda, ze liczba rzeczywista jest A} z parametrem bedacym przeliczalng liczba po-
rzadkowa wtedy i tylko wtedy gdy nalezy do L.

Chwytanie Myszek jest ostateczng postacig tego typu twierdzen. Orzeka ono, ze dla
x,y € R, = jest porzadkowo definiowalny z y wtedy i tylko wtedy gdy x jest myszka nad y.
MSC jest zdaniem, ze AD* +V = L(p(R)) implikuje MC. Waznym jest postawienie MSC
w definiowalnym kontekscie, jako ze w obecnosci aksjomatu wyboru, porzadkowa definio-
walnos¢ nie jest stabilnym pojeciem definiowalno$ci.

Pokrywanie

Jednym z gtéwnych celéw teorii modeli wewnetrznych jest identyfikowanie kanonicznych
struktur o wlasnosciach bliskich V. Najbardziej znanym twierdzeniem teg typu jest lemat
pokryciowy Jensena (Jensen’s covering lemma). Jego stabsza werja orzeka, ze jesli 0% nie
istnieje, to L prawidtowo oblicza nastepniki liczb singularnych. Pracujac przy zatozeniu, ze
nie ma prawiemyszki z liczba Woodina, Steel zidentyfikowal myszke K, model rdzeniowy
(the core model), ktory prawidtowo oblicza nastepniki nastepniki liczb singularnych. Co
wigcej, prawidtowo oblicza nastepniki liczb mierzalnych.
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Wyniki o charakterze pokryciowym sa uzywane do kalibracji dolnych ograniczen sity
niesprzecznosci zasad kombinatorycznych. Prototypowym przykitadem jest to, ze PFA im-
plikuje istnienie przedmyszki z liczbg Woodina. To zachodzi, bo w przeciwnym przypadku
istniatby model K Steela. Ustalajac teraz liczbe singularna , (k7)% = . Jako ze K F [,
i PFA — —[J,, dochodzimy do sprzecznosci.

Jednakze, istnienie modelu rdzeniowego K nie moze zosta¢ wykazane w ZFC. Program
identyfikacji takich struktur pokrywajacych jest dotad w duzej mierze otwarty i jego po-
wodzenie zalezy od postepu w rozwigzywaniu réoznych problemoéw wymienionych wezesniej.

Indukcja Rdzeniowa

Jak wyglada rozwigzanie IMPr dla zadanej duzej liczby kardynalnej? W obszarze krot-
kich ekstenderéw, dla liczb takich jak supersilne, IMPr ma do$¢ precyzyjne sformutowanie.
Pyta si¢ wowczas o konstrukcje modelu postaci L[ﬁ}, ktory zawiera liczbe supersilng i E
jest znakomitym ciggiem ekstenderéw (fine extender sequence) zdefiniowanym w [18, De-
finicja 2.4]. Mozna jednak przeprowadzaé takie konstrukcje przy zatozeniu wielu réznych
hipotez.

Jak zostato juz wspomniane, Neeman rozwiazat IMPr dla liczby Woodina bedacej gra-
nicg liczb Woodina, przy zatozeniu istnienia takiej liczby. Jedna z precyzyjnych i wiarygod-
nych interpretacji IMPr doktadnie tego dotyczy. To znaczy dla aksjomatu wielkoliczbowego
¢, zaktadajac istnienie liczby ktéra byé¢ moze jest silniejsza ¢ skonstruuj M = L[E] taki
ze M E Jko(k).

Nasza interpretacja IMPr ma Zrodta w pogladach Johna Steela na Program Godla °.
W skrécie, pomyst polega na rozwinieciu teorii taczacej rozne zatozenia podstawowe takie
jak Aksjomaty Forsingowe, Duze Liczby Kardynalne, Aksjomaty Zdeterminowania itd.'°.
7 tego punktu widzenia, IMPr jest mostem pomiedzy réznymi teoriami podstawowymi i
IMPr powinien by¢ rozwiazywany przy bardzo réznych zatozeniach, takich jak PFA czy
negacje zasad [J Jensena. Naszym gtownym narzedziem rozwiazywania IMPr w kontek-
Scie wolnym od zatozen wielkoliczbowych jest Indukcja Rdzeniowa (Core Model Induction)
(CMI), technika odkryta przez Woodina i rozwijana przez wielu matematykéw w ciggu
ostatnich 20-25 lat!!.

Na poczatku, CMI byto postrzegane jako indukcyjna metoda dowodzenia zdetermino-
wania w modelach takich jak L(R). Celem byto dowiedzenie, ze L,(R) & AD przez indukcje
po a. W tym wczesnym okresie, okoto 1995-2010, metoda ta polegata na znajdowaniu za-

9Patrz [19] lub moje wczeéniejsze oméwienie Programu Steela.

10Naszym celem jest unikniecie dyskusji filozoficznych, ale jesli mielbyémy i§¢ w tym kierunku, nazwa-
libySmy to podej$cie do IMPr Programem Steela.

HW pewnych kontekstach, teoria K¢ tez moze zostaé¢ uzyta. Patrz [13]. Jednak rozwiazanie IMPr poprzez
teorie K¢ w ogdlnosci nie daje takich mostow pomiedzy teoriami podstawowymi. Uzycie podejscia z K°
nie polaczy na przyktad PFA z Hierarchig Solovaya. Patrz Hipoteza 0.14.
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witych zaleznosci pomiedzy duzymi liczbami kardynalnymi, zbiorami uniwersalnie Baire’a
i determinacja'?. Fundamentalny wysitek podjety przez Jensena, Neemana, Martina, Mit-
chella, Steela i Woodina byt, i nadal jest, sercem wspoétczesnego rozwoju CMI. Wymienie,
nie wyczerpujac tematu, prace o duzym znaczeniu: w wigkszosci te, w ktorych dyskutowa-

ne sg skale i uniwersa gier ([14], [15], [10], [17], [18], [19], [20]), [11], [25], [26], [25], [31], [10].
Zostalo tez napisanych kilka prac, ktore niejawnie rozwijaja powyzsza koncepcje CMI. Dla
przykltadu, czytelnik moze zajrzeé do [21], [10] i [13]. Z czasem, CMI coraz bardziej stawala

sie narzedziem otrzymywania maksymalnych modeli zdeterminowania z aksjomatéw, ktore
nie maja wielkoliczbowego charakteru.

Przypomnijmy, ze Twierdzenie Woodina o Modelu Otrzymanym (Twierdzenie 0.8)
znajduje maksymalny model zdeterminowania przy zatozeniu aksjomatu wielkoliczbowego.
Maksymalny tutaj oznacza, ze wszystkie zbiory zdeterminowane naleza do modelu otrzy-
manego. Celem CMI jest zrobienie tego samego dla innych naturalnych zaltozen, takich jak
aksjomaty forsingowe, reguty kombinatoryczne itd. Zatézmy ze T jest naturalng aksjoma-
tyzacja teorii mnogosci i ze V' F T. Niech x bedzie nieskonczong liczba kardynalng. Jesli
k = w to niech g bedzie trywialnym zbiorem generycznym i, w przeciwnym wypadku,
niech g bedzie generyczny dla Coll(w, k) albo Coll(w, < k). W ogdlnym sensie, CMI jest
indukcyjng metoda dowodzenia, ze zbiory liczb rzeczywistych w maksymalnym modelu sa
zdeterminowane. Podczas gdy maksymalno$é jest dos¢ niejasnym pojeciem, celem jest w
zasadzie pokazanie, ze jesli I' jest kolekcja wszystkich zbioréw liczb rzeczywistych, ktore
sa dobrze definiowalne w V[g], to L(I',R,) jest modelem AD". Kazda CMI wyodrebnia
swoj whasny T': celem moze si¢ okaza¢ pokazanie, ze AD" zachodzi w L(R,), w L¥(R,),
gdzie F' jest pewnym dobrze definiowalnym operatorem, lub po prostu w L(uB,,R,). W
celu wyjadnienia, tatwiej jest przyjac, ze ten ostatni jest modelem maksymalnym. Zatem,
jednym ze sposobow postrzegania CMI jest nastepujacy.

CMI w k. Poprzez wykonanie Indukcji Rdzeniowej (CMI) w x rozumiemy, ze dla
pewnego g C Coll(w, k), w V[g], dowodzimy ze L(uB,,R,) F AD™.

CMI ponizej x. Poprzez wykonanie Indukcji Rdzeniowej (CMI) ponizej k rozumie-
my, ze dla pewnego g C Coll(w, < k), w V[g], dowodzimy ze L(uB,,R,) £ AD".

Zatem, CMI jest zawsze wykonywana w, lub ponizej pewnej liczby kardynalnej x, co ozna-
czamy Kemi, i jest metoda dowodzenia, ze ADT zachodzi w modelu maksymalnym, ktory
moze, ale nie musi, by¢ L(uBy, R,), ale dla utatwienia wyjasnien mozemy zatozy¢ ze jest to
L(uB,,R,). Wowczas ktadziemy Mcmi = L(uB,,R,). W obu wymienionych wyzej przypad-
kach cel moze by¢ mniej ambitny. Moze sie zdarzy¢, ze ktos by chciatl po prostu znalezé
I' C uB, taki, ze L(I',R,) jest modelem zdeterminowania o pewnych zadanych wtasno-
Sciach.

12Przykladowo, czytelnik moze sprébowaé zrozumieé¢ znaczenie Wi w [40].
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Cel CMI. Cel CMI jest dwojaki:
1. Pokazaé¢, ze My, = AD™T.

2. Pokaza¢, ze V' i M.y maja ta sama ztozonos$é¢ teoriomnogosciowq.

O zlozonosci teoriomnogosciowej

Dla danego W C V' chcemy znalezé sposoby porownywania ztozonosci teoriomnogosciowe]
W i V. Ztozonosé teoriomnogosciowa moze by¢ mierzona poprzez definiowalnoé¢. Bogate
uniwersa muszg obfitowa¢ w definiowalne obiekty. Dla przyktadu, jesli istnieje liczba mie-
rzalna, to 07 istnieje i jest tatwo definiowalne II¥ formula. Jak wiadomo 0% koduje caly
teorie L Godla, zatem 07 nie istnieje w L.

Zlozono$¢ moze by¢ tez mierzona przez pokrywanie. Jesli dla pewnego k, (k7)V =
(k7)Y to V nie rézni sig zbytnio W i mozna spodziewaé si¢, ze wiele kombinatorycznych
wlasciwosci kT bedzie takich samych w W i V. Na przyklad, to sie dzieje w przypadku ;.
Jedli (xM)Y = (xH)W i W E O, to V E O,. Ponizej wymienimy sobie trzy rézne sposoby
formalizowania wspomnianych intuicji.

Metoda 1. Zlozonos$é wielkoliczbowa.

Nieh M bedzie maksymalnym modelem zdeterminowania otrzymanym z V. Jednym z
naturalnych sposob6w'® stwierdzania, ze M ma tg sama ztozonoéé co V, polega na stwier-
dzeniu, ze ztozono$é¢ wielkoliczbowa V' jest reflektowana w M, i bardzo eleganckim spo-
sobem wyrazenia tego jest powiedzenie, ze HOD™ | uniwersum dziedzicznie porzadkowo
definiowalnych zbirow w M, osigga odpowiednio duze liczby. Typowym przypuszczeniem,
ktore mozemy sformutowaé w powyzszej konwencji jest nastepujace.

Hipoteza 0.14 Zaldimy Aksjomat Forsingu Wtadciwego i niech & > w,. Wtedy HODMeri
“istniege liczba supersilna”, gdzie CMI jest wykonywana w k.

Mniej ambitnym przypuszczeniem bytoby, ze PFA pociaga, ze jesli g C Coll(w, k) jest
V-generyczny, to istnieje zbiér liczb rzeczywistych A € uB, taki, ze HODXRa) £ “istnieje
liczba supersilna”. Wierzymy jednak, ze silnejsze przypuszczenie réwniez jest prawdziwe.
Mozna zmieni¢ PFA na dowolny inny aksjomat, ktory wydaje sie by¢ silniejszy od istnienia
liczby supersilnej.!4

13To, 7e ten sposob stwierdzania zadanej bliskoéci jest naturalny, jest konsekwencja kilku dekad badania
HOD w modelach zdeterminowania. Zobacz: fragment wstepu zatytutowany Problem HOD.

MW pewnych przypadkach, pracujemy w V]g] dla g C Coll(w, ) dla pewnego x. W jeszcze innych,
mozemy pracowaé¢ w V[g] dla ¢ C Coll(w, < k). Czy kto$ wykonuje CMI w &, czy ponizej k, zalezy od
hipotezy.
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Metoda 2. Deskryptywna zlozonosé.

Innym sposobem wyrazenia, ze maksymalny model zbudowany za pomocg CMI tapie zto-
zonos¢ V' polega na stwierdzeniu, ze masymalny model osiaga silny stopien hierarchii
Solovaya. Nastepujacy problem jest typowy dla tych, ktére mozna postawi¢ uzywajac po-
wyzszego jezyka.

Hipoteza 0.15 Zalézmy Aksjomat Forsingu Wtasciwego i niech k > wy. Niech g C Coll(w, k).
Wtedy istnieje filtr F na ©Meni taki, ze dla = L(uB,, R,)[F] N F zachodzi co nastepuge.

1. L(uBy, Ry) 1] N (R) = uB,.
2. L(uBy,Ry)[u] E ADg + “u jest R-zupelnym normalnym ultrafiltrem na © 7.

3. L(uB,,Ry)[u| F “Dla p-prawie wszystkich o, o jest najwiekszq liczbg Suslina ponizej
Ons1”.

Metoda 3. Pokrywanie.

Trzecia, i prawdopodobnie nalepsza, metodg wyrazenia zachowywania ztozonosci jest uzy-
cie jezyka pokrywan. Tutaj polega to na tym, ze ©F(BoRde) jest w pewnym sensie bliska
k1, ale jak to wyrazi¢, juz nie jest takie jasne. Okazuje sie, ze wszystkie trzy podejscia sa
ze sobg powigzane i mogg zostaé¢ potaczone za pomocg HOD. W celu wyjasnienia, opiszmy
doktadnie w jaki sposéb CMI przenosi ztozono$é¢ z V-do Mep;.

Przenoszenie Zlozonosci (Complexity Preservation) (CP) jest intuicyjnym
stwierdzeniem, ze V' i M., maja ta sama ztozonos¢. W wielu obecnych zastoso-
waniach CMI, z powodu braku koniecznych narzedzi, jesteSmy w stanie pokazaé
ze Mcm; tylko czesciowo przechwyca zlozono$¢é V. Prace (1) i (8) stawiaja hipo-
teze pokryciowg ktoéra, jesli jest prawdziwa, ustanowi CP w obszarze krotkich
esktenderow (tj. zaktadajac NLE).

Metodologia CMI

Metodologia CMI sprzed Prac (1) i (8) pokazywania CP prowadzi przez zasade pokrycio-
wa wykorzystujaca HOD™=" Prace wymienione wyzej, z wyjatkiem Pracy (8), realizuja
ogblne pomysty nasuwajace sie podczas dziatania w réznych kontekstach. W Pracy (8) jest
wtedy pokazane, ze aby wyjs¢ poza obszar LSA potrzebna jest nowa metodologia. P6Zniej
opisze to wszystko w wiekszych szczegotach. Teraz, przedstawie metodologie ogdlng.

19



Przypomnijmy, ze przy zatozeniu zdeterminowania, © jest zdefiniowana jako najmniej-
sza liczba porzadkowa nie bedaca surjektywnym obrazem zboru liczb rzeczywistych. Po-
tozmy © = @Memi | H~ = HODMC"“|@. Aby zdefiniowa¢ wspomniang zasade pokryciowa,
potrzebujemy rozszerzy¢ H~ do modelu H w ktérym O jest najwieksza liczba kardynalna.
Jest to standardowa konstrukcja w teorii modeli wewnetrznych. Niech H bedzie po prostu
sumg wszystkich hod myszek rozszerzajacych H~, ktorych przeliczalne podmodele maja
strategie iteracji w Mcm;. To zdanie moze by¢ zagadkowe dla niewtajemniczonego czytel-
nika. Okazuje sie, ze w wielu sytuacjach mozliwe jest opisanie H bez odwolywania sie do
obiektow teorii modeli wewnetrznych.

Tutaj mamy jeden przyktad. Nastepujace podejscie bedzie uzywane podczas naszej
prezentacji metodologii CMI.

Notacja: Zalozmy, ze k jest mierzalna i zatézmy ze wykonujemy CMI ponizej k.
Niech j : V. — M bedzie pewnym nietrywialnym zanurzeniem elementarnym z

crit(j) = . Niech h C Coll(w, < j(k)), g = hNColl(w, < k) i 5t : V[g] — M[h].

Ponadto, zal6zmy ze udalo nam sie pokazaé sup(j[©]) < j(©)". Ktadac v = sup(j[©)),
niech C(H ™) bedzie zbiorem wszystkich A C © takich ze j(A)Nv € j(H™). Wtedy H jest
przechodnim modelem rozszerzajacym H~ kodowanym przez elementy C(H ™).

W kazym wypadku, traktowanie H jako kanoniczne rozszerzenie o jedng liczbe kar-
dynalng H~ to wszystko co czytelnik musi zrobi¢ aby czyta¢ dalej. Kontynuujac wedle
powyzszej notacji, niech teraz

UB — Pokrywanie (UB — Covering) : cf' (Ord N'H) > k.

Wszystkie dostatecznie silne teorie podstawowe implikujg negacje UB — Pokrywania. Na
przyktad, stynne twierdzenie Todorcevica mowi, ze zaktadajac PFA, zaréwno [, jak i
O(k) nie zachodza dla wszystkich k > wy. Poniewaz H F Og, wnioskujemy ze PFA pocia-
ga negacje UB — Pokrywania.

Jesli szczesliwym zbiegiem okoliczno$ci UB — Pokrywanie zachodzi, to tak naprawde
ztapalismy ztozonos¢ V w k wewnatrz M w najlepszy mozliwy sposéb poprzez konstrucje
kanonicznego obiektu, ktory prawidtowo oblicza nastepnik . Osiggniecie UB — Pokrywania
jest wiec preferowanym celem CMI i gtéwng idea stojaca za Metoda 3.

Jedli UB — Pokrywanie nie zachodzilo, to metodologia CMI poprzedzajaca Prace (8)
byta oparta albo na Metodzie 1, albo Metodzie 2 pokazywania, ze ztozono$¢ V' jest dalej
zachowywana w M. Robi sie to w zasadzie tak samo, i strescimy to podejscie zaktadajac,
ze naszym celem ztapanie sity wielkoliczbowej V' (tj. celem bedzie uzycie Metody 1).

5Ten warunek zachodzi dosé czesto

16Ustalmy funkcje pary 7 : ©2 — ©. Dla danego A C C(H~) méwimy ze A jest kodem jesli My =
(0, E,4) jest dobrze ufundowanym modelem, gdzie E4 C ©2 jest dany przez (o, 3) € E4 < 7(a, 3) € A.
Jesli A € C(H™) jest kodem, to niech M 4 bedzie kolapsem M4. Wtedy H jest suma modeli postaci M 4.
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Argument uzywany do pokazywania, ze H ma duze liczby kardynalne, wyglada naste-
pujaco. Wybierzmy aksjomat wielkoliczbowy ¢, o ktérym z technicznych powodow zakta-
damy, ze jest Yo-formuta. Zalézmy ze H E Vy—¢(7). Dotychezas, we wszystkich zastoso-
waniach CMI, fakt ze

¢ — Minimalno$¢ (¢ — Minimality) : H E Vy—a(7)
i
- UB — Pokrywanie: cfV (HNOrd) <

zachodza, byl wykorzystywany do dowodzenia, ze jest zbiér uniwersalnie Baire’a spoza
uBg, co jest jawng sprzecznoScig. Ten zbiér uniwersalnie Baire’a jest strategia iteracji X
dla ‘H indukowana przez j [ H. ¥ ma wlasnos¢ realizowalno$ci (realizability property),
wlasno$é maksymalnosci (mazimality property) i wlasno$é uB opisane nizej.

Wtiasno$é RealizowalnoS$ci. Zatézmy ze T € MJh| jest iteracja H poprzez X
o dtugosci przeliczalnej i granicznej. Wtedy (7)) = b wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje zanurzenie elementarne o : M7 — j(H) z whasnoscia

jlH=conl.

Wtiasno$é Maksymalnosci. W M[h], j(H) jest granica skierowang wszystkich
przeliczalnych iteratow H poprzez ..

Wtiasnoéé uB. W M[h|, zbiér liczb rzeczywistych kodujacy ¥ jest uB.

Wiasno$é Maksymalnoscei i Wiasno$é uB pociagaja, ze w M[h], 3 € j7(Mgmi) 1 2 indu-
kuje surjekcje f : R, — j(©), co jest sprzecznscia. Poniewaz zaktadali$my, ze UB — Pokrywanie
nie zachodzi, powyzsza sprzeczno$¢ implikuje H F Iyo(7).

Przed Praca (8), panowala filozofia ze nawet jesli negacja UB — Pokrywania po-
ciaga, ze w istotny sposob V' jest bardziej skomplikowane niz Mn,;, metodologia
zaprezentowana powyzej bedzie dziata¢ dla wszystkich duzych liczb w obszarze
krotkich ekstenderéw, co doprowadzitoby do dowoddéw hipotez takich jak Hipo-
teza 0.14 i Hipoteza 0.15. Wszystkie prace wymienione wyzej rozwijaja ta meto-
dologie i pokazuja, ze moze by¢ ona wykorzytana do poziomu LSA i nieco wyzej.
Praca (8) w kluczowy sposéb pokazuje ograniczenia tej metodologii. Ponizej wy-
jasniamy wktad kazdej pracy w kolejnosci wedtug czasu publikacji, zaczynajac od
najwczesniejszej.
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Streszczenia Prac (1)-(6) i (8).

Praca (6): Grigor Sargsyan and Nam Trang, Non-tame mouse from tame failures
of the Unique Branch Hypothesis, Canad. J. Math. 66 (2014).

Hipoteza Gatezi Jednoznacznej (Unique Branch Hypothesis) (UBH) zostata wprowadzona w
pionierskiej pracy Martina i Steela Iteration Trees (patrz [25]). Orzeka ona, ze kazde drzewo
iteracji na V o granicznej dtugoéci, uzywajace ekstenderéw 2%0-zamknietych w modelach
z ktorych zostaly wybrane, ma jednoznaczna, dobrze ufundowang gatgz. Zaktadajac UBH
mozna rozwigza¢ IMPr dla dowolnej duzej liczby w obszarze krotkich ekstenderéw meto-
dami z [28]. Sciglej, jesli na przyktad UBH zachodzi i istnieje liczba superzwarta, to teoria
rozwinieta w [28] a w szczegblnosci w [28, Rozdzial 12] moze zosta¢ uzyta do konstrukeji
modelu postaci L[E] posiadajacego liczbe supersilng. Z tego powodu, UBH odgrywa wazna
role w teorii mnogosci, szczegblnie w teorii modeli wewnetrznych.

Niestety, Woodin pokazal, w nieopublikowanej pracy, ze niewielkie wzmocnienie UBH
jest falszywe. Zakladajgc istnienie liczby superzwartej, Woodin skonstruowat drzewo ite-
racji 7 na V dhlugosci w, takie ze

1. pierwszy ekstender uzyty w 7 nie jest w-zamkniety w V',
2. wszystkie inne ekstendery sa 2%°-zamkniete w modelach z ktérych zostaty wybrane,
3. 7 ma co najmniej dwa dobrze ufundowane modele.

Przyktad Woodina sugeruje, ze UBH moze by¢ falszywa. Z drugiej strony, Steel, w [11]
udowodnil, ze UBH zachodzi w myszkach, co pokazuje ze UBH, tak samo jak Sealing, jest
problemem testowym dla IMP. Jedli jakas duza liczba implikuje =UBH, wowczas teoria
modelu wewnetrznego dla tej liczby musi si¢ bardzo rézni¢ od teorii jakg mamy obecnie.

W [16], Steel zainicjowal badanie sity wielkoliczbowej “UBH. W szczegdlnosci, pokazal
ze jesli UBH nie zachodzi to istnieje model wewnetrzny z w liczbami Woodina. W Pracy
(6), Nam Trang i Ja rozszerzyliémy wynik Steela pokazujac, ze jesli UBH nie zachodzi dla
oswojonych (tame) drzew, to istnieje model wewnetrzny z liczba Woodina § i § + 1-silna
liczba k < d. Nastepujace jest Twierdzeniem Glownym (Main Theorem), Twierdzeniem
0.1, w Pracy (6).

Twierdzenie 0.16 (Twierdzenie Gléwne w Pracy (6)) Zaldimy Ze istnieje klasa wia-
sciwa liczb silnych i UBH nie zachodzi dla oswojonych drzew. Wtedy w generycznym rozsze-
rzeniu V' za pomocg zbioru, istnieje przechodni model wewnetrzny M taki ze Ord, R C M7

i M EADY 4+ 0y < ©. W szczegdlnosci, istnieje nieoswojona myszka (non-tame mouse).

"Tutaj R sa liczbami rzeczywistymi z generycznego rozszerzenia.
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Oswojone drzewa sg zdefiniowane w Definicji 5.1 w pracy (6). Zatézmy, ze k jest naj-
mniejsza liczbg silna, ktora reflektuje (reflects) zbior liczb silnych i zatézmy ze A > k jest
najmniejszg liczbg silng. Drzewo iteracji 7 jest oswojone, jesli jego wszystkie ekstende-
ry majg punkt krytyczny > A. Tak jak UBH, UBH dla oswojonych drzew wystarczy do
rozwiazania IMPr.

Gléwnym wktadem Pracy (6) do CMI jest adaptacja CMI do kontekstu UBH. W pracy
wykonana jest CMI w &, gdzie k jest najmniejszg liczba silng reflektujaca zbior liczb sil-
nych. Trudno$¢ w wykonaniu CMI w tym kontekscie polega na tym, ze nie jest oczywiste,
ze z naych zatozen wynika negacja UB — Pokrywania, a zatem, pewna pomystowos¢ jest
potrzebna do zaimplementowania metodologii CMI w celu otrzymania cze$ciowych wyni-
kow zachowywania ztozonosci. W pracy tak naprawde pokazujemy, ze M, F 6y < O.

Praca (5): Grigor Sargsyan, Non-tame mouse from a failure of square at a sin-
gular strong limit, J. Math. Log. 14 (2014), no. 1.

Hipoteza 0.14 i spokrewnione hipotezy sa $wictymi Graalami teorii modeli wewnetrz-
nych. Jako ze PFA pociaga negacje kwadratow dla wszystkich liczb nieprzeliczalnych, jed-
nym ze sposob6éw natarcia na Hipoteze 0.14 i podobne problemy jest pokazanie, ze juz
negacja kwadratu dla singularnej liczby silnie granicznej ma duza site niesprzecznosci.
Poniewaz kwadraty sa jednymi z najbardziej badanych tematéw w teorii mnogosci, naste-
pujacy problem ma taka sama wage co Hipoteza 0.14.

Hipoteza 0.17 Zalozmy, ze Kk jest singularng liczbg silnie graniczng, takq ze U, nie za-
chodzi. Wtedy dla pewnej i < k i g C Coll(w, ), HODMemi = “istnieje liczba supersilna”,
gdzie CMI jest wykonywana w f.

Jak w wielu zastosowaniach CMI, pierwszy krok w kierunku Hipotezy 0.17 zostal zro-
biony przez Johna Steela w [10], gdzie Steel pokazal, ze Hipoteza 0.17 pociaga zachodzenie
AD w L(R). Poniewaz Steel pracowal zaktadajac PFA'®) 1 moze by¢ kazdg liczbg taka ze
pt = u. Bez PFA, nie jest od razu oczywiste, czym p powinno by¢. Tak jak Praca (6),
Praca (5) wskazuje takie p i pokazuje, ze Mcym F 0y < ©, gdzie CMI jest wykonywana w
p. Nastepujace jest Twierdzeniem Gléwnym, Twierdzeniem 0.1, w Pracy (5).

Twierdzenie 0.18 (Twierdzenie Gtéwne w Pracy (5)) Zalézmy, ze -0, zachodzi dla
pewnej singularnej liczby silnie granicznej k. Wtedy istnieje przechodni model wewnetrzny
M taki ze Ord,R C M i M E ADT+6y < ©. W szczegdlnosci, istnieje nieoswojona myszka.

Na stronie 2 w [10], Steel pisze co nastepuje:

18Ktére pociaga, ze wszystkie koherentne ciggi maja wspétkoncowosé wi.
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...ale dow6d “kondensacji gateziowej” (branch condensation) w sekcji 5.2 w [21]
nie daje sie zaadaptowa¢ do naszej sytuacji w zaden bezposredni sposob. To
jest moment, w ktérym Ketchersid zaktada pewne dodatkowe wtasnosci swojego
generycznego zanurzenia (gltéwnie, ze jego obciecie do liczb porzadkowych jest
w V). Te wlasnosci nie powinny by¢ potrzebne i “wlasciwy” argument w jego
sytuacji, prawdopodobnie mégltby tez pomdc w naszej.

Udowodnienie “kondensacji gateziowej” jest gléwnym wkitadem Twierdzenia 0.18. Me-
tody rozwiniete w Pracy (5) moga tak naprawde by¢ uzyte do dowodu, ze M.y, F ADg
(zaktadajac cf(k) > w). Niestety, whrew oczekiwaniom, nie wystarczaja do udowodnie-
nia Mcmi F Oeg. Prace (3), (4), (7), (8) i (9) rozwijaja narzedzia w celu udowodnienia
Mmi F ©yeg przy zatozeniu réznych hipotez. Niemniej jednak, wyglada na to, ze nastepu-
jacy problem jest otwarty.

Hipoteza 0.19 Zalozmy, ze —U, zachodzi dla pewnej singularnej liczby silnie graniczne)
k. Wtedy istnieje przechodni model wewnetrzny M taki Ze Ord,R C M i M F O,e.

Biorac pod uwage obszerng literature na temat ©,eq, rozwigzanie powinno by¢ w naszym
zasiegu. Na przyktad, oprécz Prac (3), (4), (7), (8) 1 (9), [52] i [I] pokazuja ze M F Oyeq
przy podobnych zatozeniach do tych w Hipotezie 0.19. Praca (4) wykazuje Hipoteze 0.19
przy zatozeniu, ze k jest liczba mierzalng.

Praca (4): Grigor Sargsyan, Covering with universally Baire functions, Adv.
Math. 268, (2015).

Gléwnym celem Pracy (4) jest znalezienie sity negacji Hipotezy Iterowalnosci (Iterability
Hypothesis) dla K¢. Przypomnijmy, ze IMPr szuka modeli postaci L[E], tj. myszek, za-
wierajacych duze liczby kardynalne. Klasyczny sposéb konstrukeji takich modeli wiedzie
przez konstrukcje wsparte (i backgmunded) Intuicyjnie, konstrukqa indukcyjnie Wyblera
ekstendery z uniwersum i indeksuje je w E tak, zeby model L[E] byt prawiemyszkq®.

Scislej (choé¢ wciaz bardziej intuicyjnie), te konstrukcje indukcyjnie tworza ciag pra-
wiemyszek (M, N, : @ < n) i ciag ekstenderéw (F, : a < n) takie, ze spelnione sa
nastepujace warunki.

1. Jesli F, jest zdefiniowany, to N, = (Mg, F, N M) 1 My jest rdzeniem (core) N,.

¥Przypomnijmy, ze aby L[E] byl prawiemyszka, E musi spelnia¢ rézme warunki wymienione w [18,
Definicja 2.4].
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2. Jedli F, nie jest zdefiniowany, to N, = M, i M1 jest rdzeniem J;[N,] gdzie J[a]
20

jest rudymentarnym (rudimentary) domknieciem a*°.
3. F, jest zdefiniowany dla wszystkich « takich, ze istnieje ekstender F' z wlasnoscia ze
(Mg, F N M,) jest prawiemyszka.

Glowng trudnoscig w przeprowadzeniu naszej konstrukceji jest przejécie z N, do Mo w
przpyadku 1 powzyej. Tutaj, rdzeri, zdefiniowany w [18, Rozdzial 2.3], jest czyms$ w rodzaju
otoczki Skolema uzywajacej funkcji Skolema definiowalnych w N,,. Jednym z najgtebszych
twierdzen w teorii modeli wewnetrznych jest to, Ze operacja rdzenia zastosowana do N,
zachowuje sie przyzwoicie, pod warunkiem ze jesli 7 : P — N, gdzie P jest przeliczalny,
P ma w; + l-stategie iteracji. Czytelnik moze sie wiecej dowiedzie¢ zagladajac do [13,
Rozdziatl 6] (w szczegblnoscei, [18, Definicja 6.3 i Hipoteza 6.5]) i [13]. Ponizej znajduje sie
nieco przeformutowana, bardziej przyjazna dla czytelnika wersja [18, Hipotezy 6.5].

Hipoteza 0.20 (Hipoteza Iterowalnos$ci dla K¢) Zaldzmy, ze N jest prawiemyszkg
pojawiajgcq sie w K°-konstrukcji i m : P — N jest elementarnym wlozeniem, gdzie P
jest przeliczalny. Wtedy P ma wyi + 1-strategie iteracyi.

Z powodu [13, Twierdzenia 01], pokazujacego jak rozwiaza¢ IMPr dla liczb supersilnych
przy zatozeniu PFA i Hipotezy 0.20, udowodnienie Hipotezy 0.20 jest jednym z gtownych
probleméw teorii modeli wewnetrznych. Podchodze tutaj do tego dosé liberalnie. Jest nie-
skonczenie wiele rodzajow K°-konstrukeji réznigcych sie od siebie warunkami natozonymi
na F. K%konstrukcja z [18, Rozdzial 6] i K°konstrukcja z [13] sa troche inne. W pierw-
szej, od F' wymaga sie mierzenia w zasadzie wszystkich podzbioréw punktu krytycznego,

podczas gdy w [13], istnienie F' ma by¢ zaswiadczone przez pewne dostatecznie domkniete
otoczki Skolema. Niemniej jednak, majac Hipoteze 0.20 dla pewnej K°-kontrukcji, odpo-
wiednia wersja [13, Twierdzenia 01] moze zosta¢ do niego zastosowana, skutkujac rozwia-

zaniem IMPr dla liczby supersilnej przy zatozeniu co najmniej PFA.

Majac powyzsze, interesujacym wydaje sie by¢ dociekanie sity niesprzecznosci negacji
Hipotezy Iterowalnosci dla K¢ To jest cel gtowny Pracy (4), ktérej gltéwne twierdze-
nie postuluje trzy alternatywy. Najpierw zostaje postawiona hipoteza, Hipoteza UB-
Pokrywania (UB-Covering Conjecture). Intuicyjnie, polega ona na tym, ze to co
nazwalisSmy wczesniej UB — Pokrywaniem zachodzi w obszarze krétkich ekstenderdw.

Hipoteza 0.21 (Hipoteza UB-Pokrywania, Praca (4)) Zaldimy, Ze n jest mierzal-
ng granicg liczb silnych, ktére reflektujq A, gdzie A = {v < n : v jest silna}. Wtedy
zachodzi jedno z ponizszych:

1. Pewna symetryczna, hybrydowa K°-konstrukcja ponizej n jest zbieina.

2. Pokrywanie dolnymi czesciami zachodzi w ).

20Dla uproszczenia, mozna traktowaé Jy jako L. Patrz [38, Rozdzial 1].
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3. Istnieje myszka z liczbg supersilng.

Pokrywanie dolnymi czesciami jest podobne do tego, co nazwalismy UB — Pokrywaniem. Sy-
metryczne K“konstrukcje, to konstrukcje wykonywane wzgledem pewnej przyzwoitej stra-
tegii iteracji pojawiajacej sie w symetrycznym rozszerzeniu. Zatem, taka K°-konstrukcja
skutkuje hybrydowa prawiemyszka. Nastepujace twierdzenie jest gtownym twierdzeniem
w Pracy (4).

Twierdzenie 0.22 (Twierdzenie Gléwne w Pracy (4)) Zaldimy ze n jest mierzalng
granicg liczb silnych, ktore reflektujq A, gdzie A = {v < n: v jest silna}. Wtedy zachodzi
jedno z ponizszych:

1. Pewna symetryczna, hybrydowa K°-konstrukcja ponizej n jest zbieina.
2. Pokrywanie dolnymi czeSciami zachodzi w n).

3. Istnieje przechodni model wewnetrzny zawierajgcy liczby rzeczywiste, porzgdkowe 1
spetniajgcy O eg.

Intuicyjnym przestaniem [13, Twierdzenia 01] jest gtéwnie to, ze jesli nie ma modelu
wewnetrznego z liczba supersilng, lub Hipoteza Iterowalnosci K¢ nie zachodzi, to K¢
konstrukcje bedg skutkowaé¢ modelami obliczajacymi 't prawidtowo dla wielu n, w tym 7
mierzalnych. Z kolei Hipoteza 0.21 méwi w zasadzie, ze nawet jesli Hipoteza Iterowalnosci
dla K¢ nie zachodzi, to zajdzie pokrywanie innego typu, mianowicie Pokrywanie dolnymi
czeSciami (ktore, jak mowilismy, przypomina UB — Pokrywanie). Glowne Twierdzenie w
Pracy (4) rozwiazuje problem, ale tylko ponizej ©s. Twierdzenie 0.3 i Wniosek 0.4 w
pracy (4) pokazuja, jak uzy¢ Twierdzenia 0.22 do pokazania, ze jesli i jest taka jak w sfor-
mutowaniu Twierdzenia 0.22 i [, nie zachodzi, to istnieje przechodni model wewnetrzny
zawierajacy liczby rzeczywiste i porzadkowe, oraz speliajacy Oyeg.

Twierdzenie 0.22 jest pierwszym zastosowaniem CMI na poziomie ©,eg. Jego gléwnym
wkltadem do teorii CMI sg narzedzia rozwijane w celu otrzymywania modeli ©,,. Jeden
z kluczowych, technicznych pomystéw rozwinietych w Pracy (4) jest podany w Definicji
11.14 w pracy (4). Pojecie wprowadzone w tej definicji, ktérym jest wtasno$é kondensacji
dla wtozenia elementarnego, byto uzywane we wszystkich zastosowaniach CMI osiggajacych

Oreg.

Praca (3): Grigor Sargsyan and Nam Trang, Tame failures of the unique branch
hypothesis and models of ADg+0 is regular, Journal of Mathematical Logic, 16
(2016).
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Celem Pracy (3) jest uogélnienie tego, co pojawito si¢ w Pracy (6) w celu otrzymania
modelu ©,,. Uzyta jest w niej metodologia z Pracy (4), i w szczegblnodci adaptuje wlasnosé
kondensacji zanurzen odkryta w Pracy (4) do kontekstu UBH. Nastepujace jest gtéwnym
twierdzeniem w Pracy (3).

Twierdzenie 0.23 (Gléwne Twierdzenie w Pracy (3)) Zaldimy, Ze istnieje klasa wia-
sciwa silnych liczb kardynalnych, oraz zZe zachodzi negacja UBH dla oswojonych drzew.
Wtedy w rozszerzeniu V' o zbior generyczny istnieje przechodni model wewnetrzny M takz,

e Ord, R C M2 i M F Oyq.

Praca (3) rézni sie jednak znaczaco od innych znanych zastosowan CMI. Niech & liczba
silna reflektujaca liczby silne. Jak juz zostalo wspomniane w czesci poswieconej Pracy
(6), CMI jest wykonywana ponizej k, ale co najwazniejesze, nie wiadomo czy zachodzi
negacja UB — Pokrywania w x, podczas gdy dokladnie to zostato uzyte w Pracy (4) w celu
udowodnienia wszystkich waznych wlasnosci zanurzen elementarnych. W naszym obecnym
przypadku, potrzebujemy takich wtasnosci dla zanurzen elementarnych ktorych punktem
krytycznym jest k.

Niemniej jednak, w Pracy (3) (patrz Definicja 3.12 i Twierdzenie 3.13 w Pracy (3))
rozwijana jest potrzebna maszyneria z Pracy (4) bez zakladania, ze UB — Pokrywanie nie
zachodzi. Zatem, gtéwnym wktadem Pracy (3) do teorii CMI jest wspomniana maszyneria
potrzebna do dowodzenia waznych wtasnosci kondensacyjnych odkrytych w Pracy (4), bez
uzywania negacji UB — Pokrywania.

Praca (2): Grigor Sargsyan, Translation procedures in descriptive inner model
theory. Foundations of mathematics, 205-223, Contemp. Math., 690, Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 2017.

Obecnie, wiekszos$é¢ prac o CMI dowodzi fragmentéw PC?? uzywajac Metody 2. Celem jest
pokazanie, ze pewne interesujace zatozenia teoriommnogos$ciowe pociggajg istnienie kano-
nicznego modelu pewnej teorii z Hierarchii Solovaya. Glowne Twierdzenia w Pracach (3)
i(4) sa tego typu (Twierdzenie 0.23 i Twierdzenie 0.22), za$ teoria z Hierarchii Solovaya
jest Oreg. Dla kontrastu, Gléwne Twierdzenia w Pracach (5) i (6) uzywaja jezyka Metody
1, to znaczy w sposoéb niejawny ich konkluzje pociagaja istnienie modeli wewnetrznych z
duzymi liczbami kardynalnymi (Twierdzenie 0.18 i Twierdzenie 0.16).

Gléwnym powodem, dla ktérego Metoda 1 jest obecnie mniej popularna jest to, ze
zwiazek miedzy Hierarchig Wielkoliczbowa i Hierarchia Solovaya nie jest jeszcze dobrze
pojety. Wczesniejsze twierdzenia Steela i Woodina pokazujg pewne zaleznosci pomiedzy
tymi hierarchiami. Dla przyktadu, pokazali nastepujace.

2ITutaj R sa liczbami rzeczywistymi z rozszerzenia generycznego.
22Zachowywanie Zlozonosci (Preservation of Complexity)
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Twierdzenie 0.24 (Steel-Woodin, [47]) Zaléimy, ze V = ADT + 0y < ©. Wtedy ist-
nieje nieoswojona myszka, i tak naprawde, istnieje model wewnetrzny M bedgcy klasg wia-
sciwg, w ktorym jest liczba kardynalna A bedgca granicqg liczb Woodina © pewna liczba kar-
dynalna jest < \-silna.

Twierdzenie 0.25 (Steel-Woodin, [17]) Zaldéimy, ze V E ADg. Wtedy istnieje model
wewnetrzny M bedgcy klasq wlasciwg, w ktorym jest liczba kardynalna A bedgca granicg
liczb Woodina oraz granicg liczb < A-silnych.

Podobny wynik zostal uzyskany przez Erica Clossona w [3] dla teorii AD" +6,, < ©. W
[57], Yizheng Zhu udowodnil, ze kazdy model zdeterminowania, ktéry nie zawera wtasciwie
modelu O, jest modelem otrzymanym z pewnej prawiemyszki bedacej klasg wlasciwg. W
przeciwienstwie do innych wynikow, twierdzenie Zhu nie podaje domys$lnego opisu struk-
tury wielkoliczbowej jego prawiemyszki. Zatem, nastepujacy problem pozostaje otwarty.

Problem 0.26 Jaka dokladnie jest sita wielkoliczbowa ©,eg ?

Poniewaz nie wiemy, jakie liczby kardynalne odpowiadajg teoriom z Hierarchii Solovaya,
to obecnie unika sie mowienia o liczbach kardynalnych przy zastosowaniach CMI. To jest
jednak tylko tymczasowe, jako ze thumaczenie poziom po poziomie miedzy Hierarchia So-
lovaya i Hierarchiag Wielkoliczbowg jest jednym z centralnych zagadnien w CMI.

Gléwna procedura uzyta w dowodach twierdzen wymienionych wyzej (Twierdzenie 0.24
i Twierdzenie 0.25) jest znana pd nazwa tlumaczenia (translation procedure). Dla danej
hybrydowej prawiemyszki, takiej jak hod myszka, ttumaczenie przektada jej predykat stra-
tegii na predykat ekstendera w taki sposob, ze ztozonos¢ struktury jest zachowywana. Za-
chowywanie jest dowodzone porzez pokazanie, ze otrzymany model nowej myszki jest taki
sam jak wyjsciowej myszki hod.

Ttumaczenie: Dla danej myszki hod M, ttumaczenie przeklada M na myszke
N w taki sposob, ze jesli A jest granica liczb Woodina z M i g C Coll(w, < \)
jest M-generyczny to modele otrzymane M[g] i N[g| sa takie same.

Gléwnym wktadem Pracy (2) jest nowa procedura ttumaczenia, upraszczajaca wele argu-
mentow z prac wymienionych wezesniej. Nowa procedura tlumaczenia zwalnia z uzywania
parametru rzeczywistego, zapoczatkowanego w [17]. Usuniecie tego parametru pozwala
na usprawniong organizacj¢ ttumaczen, ktére moga by¢ przeprowadzane wewnatrz dowol-
nej hod myszki spetniajacej pewne wlasnosci (pierwszego rzedu). To mocno kontrastuje
z poprzednimi pracami o ttumaczeniach, ktore byty przeprowadzane w bardzo ostroznie
dobranych hod myszkach. Nastepujace jest gtéwnym Twierdzeniem w Pracy (2), i jego
celem jest odpowiedz na pytanie Trevora Wilsona.
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Twierdzenie 0.27 Zalézmy, ze k jest ttumaczalng (translatable) strukturg. Wiedy, w k,
istnieje prawiemyszka M bedgca klasq wtasciwg, ktora zawiera klase wlasciwg liczb Wo-
odina 1 liczbe silng.

Thumaczalne struktury sa wprowadzone w Definicji 1.7 w Pracy (2). Jak juz zostalo wspo-
mniane, ttumaczalnos¢ jest wtasnoscig pierwszego rzedu. Nastepnie, praca odpowiada na
pytanie Trevora Wilsona.

Pytanie 0.28 (Wilson) Zalézmy, ze istnieje klasa wilasciwa liczb Woodina. Zalézmy, ze
klasa

S ={\: X jest granicq liczb Woodina i model otrzymany w A spetnia ADT + 6y < ©}

jest stacjonarna. Czy istnieje wtedy model przechodni M spetniajocy Z FC, taki ze Ord C
M i M zawiera klase wilasciwg liczb Woodina i liczbe silng?

Praca (2) pokazuje, ze tak.

Twierdzenie 0.29 Zalozimy, Ze istnieje klasa wtasciwa liczb Woodina. Zatozmy ponadto,
ze klasa S, zdefiniowana powyzej, jest stacjonarna. Wtedy istnieje model przechodni M
spetniajocy ZFC taki, ze Ord C M i M zawiera klase witasciwg liczb Woodina i liczbe
silng.

Praca (1): Grigor Sargsyan, Covering with Chang models over derived models,
Adv. Math. 384 (2021).

Praca (8): Grigor Sargsyan and Nam Trang, The exact consistency strength
of generic absoluteness for universally Baire sets, nadestana na Forum Sigma,
dostepna tutaj.

Gléwnym celem Pracy (1) jest wprowadzenie nastepujacego udoskonalenia Hipotezy 0.21.

Hipoteza 0.30 (Pokrywanie Modelami Changa) Zafézmy NLE?*, oraz przypusémy,
ze istnieje nieograniczenie wiele liczb Woodina i liczb silnych. Niech k bedzie granicg liczb
Woodina i liczb silnych takq, zZe albo k jest mierzalna, albo cf(k) = w. Wtedy istnieje model
przechodni M spetniajgcy ZFC — Zbidér Potegowy taki, Ze

1. OrdN'M = k™,

2. w M istnieje najwieksza liczba kardynalna v,

23NLE jest technicznym sposobem wyrazenia, ze nie ma modelu wewnetrznego z liczba supersilna.
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3. dla dowolnego g C Coll(w, < k), kladge R* = U, RVINCU@] § T = L49 N R* ;
Ja < k(A€ Fgﬁwcou(w,a))}’ w V(RY),

L(M,U,.,a®,T*,R*) £ AD.

a<v
4. Dodatkowo, jesli nie ma modelu wewnetrznego z liczbg podzwartg (subcompact cardi-
nal), to

L(M)EZFC+ p(v) = p(v)" +0,.

Hipoteza 0.30 pojawia sie réwniez w Pracy (8) i jest bardzo umotywowana praca wykonana
w (8) jak i réwniez praca wykonanag w [23]. Ogdlnym przestaniem obu prac jest to, ze
warunki 1 1 2 z Hipotezy 0.21 nie sa tak silne, jak przypuszczano. Rozwine temat tych
wynikow.

W [23], Paul Larson i Ja,- opierajac si¢ na mojej nieopublikowanej jeszcze pracy o
modelu Changa, wynikach z [2] i waznej pracy Woodina [55, Rozdziatl 9],- dowodzimy
nastepujacego twierdzenia (patrz [23, Twierdzenie 1.6]).

Twierdzenie 0.31 (Larson-S.) Niesprzecznosé ZFC i istnienia liczby Woodina bedgcej
granicg liczb Woodina pocigga niesprzeczno$é

ZFC + Ry = Ny + =, + —O(ws) + MM ().

Warto zauwazy¢, ze forsujemy teorie wspomniang w Twierdzeniu 0.31 nad modelem Chan-
ga zbudowanym na modelu zdeterminowania, tj. modelem doktadnie tego rodzaju, ktory
zostal uzyty do celéw pokryciowych w Hipotezie 0.30.

Uwaga 0.32 Powodem, dla ktérego Twierdzenie 0.31 jest wazne, jest przede
wszystkim to, Ze nie wiadomo jak forsowaé zdania postaci =, +—-0(k) dla regu-
larnych Kk nad niezbyt duzymi liczbami kardynalnymi (takimi jak liczby Woodina
bedgce granicami liczb Woodina) uzywajgc konwencjonalnych metod forsingowych.
Co wazniejsze, Twierdzenie 0.31 w koniunkcji z [13, Twierdzeniem 0.1] pocigga,
Ze Hipoteza Iterowalnosci dla K¢ (patrz Hipoteza 0.20) moze nie byé dowodliwa
w ZFC, i tak naprawde, jest fatszywa dla pewnych K°¢-konstrukcji, jak na przy-
klad tej uzytej w dowodzie [175, Twierdzenia 0.1]. Co wiecej, Twierdzenie 0.31
pocigga, ze sila negacji Hipotezy Iterowalnosci dla K°¢-konstrukcji uzytej w [17,
Twierdzeniu 0.1] jest ponizej liczby Woodina bedgcej granicg liczb Woodina.

Oczywiscie Uwaga 0.32 pociaga, ze warunek 1 w Hipotezie 0.21 wymaga rewizji. Praca (8)
wtedy pokazuje, ze warunek 2 w Hipotezie 0.21 réwniez wymaga rewizji. Natepujace jest
gtéwnym twierdzeniem Pracy (8).

24Jako ze uzywamy Py,q4., otrzymujemy MM™(c) za darmo, powolujac sie na [55, Rozdzial 9].
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Twierdzenie 0.33 (S.-Trang, Praca (8)) Jest niesprzecznym wzgledem istnienia licz-
by Woodina bedgcej granicq liczb Woodina, Ze zachodzi Sealing.

Twierdzenie jest tez konsekwencja wynikow z [34]. Jak juz bylo wspomniane, Sealing ma
dramatyczny wltyw na IMPr (patrz DychotomiaSealingu), ale Twierdzenie 0.11 omija je,
pokazujac Sealing w rozszerzeniu generycznym otrzymanym po skolapsowaniu czegos nieco
wiekszego od liczby superzwartej do liczby przeliczalnej.

Niemniej jednak, jak juz strescilismy powyzej, Twierdzenie 0.33 jest wyzwaniem rzuco-
nym metodologii CMI. Przede wszystkim Sealing pociaga, ze UB — Pokrywanie nie zachodzi.
Tutaj mamy typowy scenariusz.

Zat6zmy, ze k jest liczba mierzalna, g C Coll(w, < k) i zdefiniowaliSmy H, kan-
nicne rozszerzenie HOD (“Be®a) ¢ jedng liczbe kardynalng. Kladac n = Ord N'H i
niech h C Coll(w,w;) bedzie V[g]-generyczny,

L(uBg.pn, Ry.p,) E “istnieje n-ciag réznych liczb rzeczywistych”.
Zakladajac Sealing otrzymujemy, ze n < wY[Q*h] jak przy Sealingu,
L(uBg.n,Ryip) E AD, i zakladajac AD nie ma wq-ciagdéw liczb rzeczywistych.

Zatem, w V, n < kT, jako ze mamy (k7)V = w}/[g*h},

Poniewaz Sealing pociaga negacje UB — Pokrywania, ktoére jest zwyczajnie wariantem
“pokrywania dolnymi cze$ciami” i poniewaz Sealing jest stabszy od liczby Woodina bedacej
granicg liczb Woodina?®, nie mozna oczekiwaé, ze metodologia CMI moze skutkowaé mode-
lem zdeterminowania, ktorego sita wielkoliczbowa wykracza poza liczbe Woodina bedaca
granica liczb Woodina (tak naprawde, znacznie poza LSA). Te dwa postepy byly gtéwnym
powodem, dla ktérego wyizolowatem Hipoteze 0.30.

Pewng przestanka za ta hipoteza jest to, ze Twierdzenie Gtéwne w Pracy (1) weryfikuje
jego prawdziwos¢ w hod myszkach. Tu jest Gléwne Twierdzenie w Pracy (1).

Twierdzenie 0.34 Zaléimy, ze (V,Q) jest znakomitq (excellent) parg®® i V £ ZFC. Za-
tézmy dodatkowo, zZe Kk jest granicq liczb Woodina z V, takg zZe albo k jest regularna, albo
jej wspétkoricowosé nie jest mierzalna. Wtedy, nastepujgce wzmocnienie Hipotezy 0.30 za-
chodzi wV w k.

Istnieje przechodnia lbr hod prawiemyszka M taka, ze jezeli g C Coll(w,< k) jest
generyczny, to

1. OrdN M = k",

25Tak naprawde znacznie stabszy, w obszarze LSA jak zostalo pokazane w Pracy (8).
26Patrz Definicja 2.1 w Pracy (1).
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2. w M istnieje najwieksza liczba kardynalna v,

3. dla dowolnego rozszerzenia g C Coll(w, < k),
L(M,Upey (M]a)?, %, R?) E AD.

4. Dodatkowo, jesli k nie jest podzwarta, to M E [,.

Streszczenie Prac (7) i (9).

Tutaj, krétko streszcze wklady Prac (7) i (9).

Praca (7): Celem Pracy (7) jest rozszerzenie teorii hod myszek rowinigtej w moim re-
kopisie [33] do poziomu LSA. Pierwsze 10 rozdziatéw Pracy (7) jest moje, Rozdziat 11
jest autorstwa Nama Tranga, a Rozdziat 12 jest praca wspoélna. Rozdzial 12 w Pracy (7)
pokazuje pierwsze zastosowanie CMI na poziomie LSA. Pokazuje ona, ze PFA pocigga ist-
nienie minimalnego modelu LSA. Ta praca stata si¢ podstawa wszystkich zastosowan CMI
na poziomie LSA, nie wytaczajac tych wspomnianych w Pracy (8).

Praca (9): Celem gtéwnym Pracy (9) jest rozwiazanie pierwotnego problemu, ktéry zaini-
cjowal CMI. Pierwszy zapisany przyktad CMI pojawia sie w pracy Ketchersida [21], gdzie
jest pokazane ze istnienie pewnego gestego ideatu na w; wraz z CH pociagaja istnienie
minimalnego modelu 6y < ©. Jest to czesciowe odwrocenie warunku 2 w Twierdzeniu 0.5.
Pelne odwrécenie warunku 2, przy pewnych dodatkowych tagodnych zaltozeniach, byto
pierwotnym problemem CMI i pojawia sie jako [55, Hipoteza 12]. Twierdzenie glowne w
Pracy (9) jest catkowitym rozwiazaniem pierwotnego problemu CMI.

Obecne i przyszle kierunki.

Moim celem na tu i teraz jest udowodnienie Hipotezy 0.30. Poniewaz Hipoteza 0.30 taczy
kilka kierunkéw z Deskryptywnej Teorii Modeli Wewnetrznych (DIMT), nie moze zostaé
udowodniona bez zrobienia pobocznych postepéw. Zatem, jestem obecnie skupiony na roz-
nych aspektach DIMT, z ktérych trzy wymieniam ponizej.

Udowodnienie HPH: Ostatnio znalaztem dowéd HPH ponizej liczby Woodina bedacej
granicg liczb Woodina. Ta praca jest nieopublikowana i jednym z moich gtéwnych celow
jest spisanie tego dowodu. Nastepnym oczywistym krokiem jest dowéd HPH, ktory z tech-
nicznych powodéw musi wyraznie rozni¢ sie od dowodu dla liczby Woodina bedacej granica

liczb Woodina.
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Rozwiniecie teorii Modeli Changa: Niewiele wiadomo o Modelach Changa nad mode-
lami zdeterminowania, mimo to wyraznie wystepuja one w Hipotezie 0.30. Jednym z moich
gtownych celéw badawczych jest rozeznanie struktury wewnetrznej takich uniwersow i w
szczegolnosci, zaksjomatyzowanie modelu skonstruowanego w Twierdzeniu 0.34. Celem jest
znalezienie opisu w jezyku pierwszego rzedu struktury M uzytej w Twierdzeniu 0.34. Sci-
Slej, celem jest aksjomatyzacja teorii modelu L(M, Uy, (M|a)?,T5, RY) i zbadanie takich
modeli niezaleznie od otaczajacej hod myszki V. Licze na znalezienie aksjomatyzacji po-
dobnej do AD™, ktéry jest aksjomatem opisujgcym wszystkie modele otrzymane postaci
L(T;, RY). Gléwna trudnodcig jest wyizolowanie M w pierwszorzedowej konwencji. Zatem,
waznym pytaniem jest nastepujace.

Pytanie 0.35 Is L(M, Uy, (M|)?, T, RY) = L(Uae, (@), T, RS) 7

Forsing nad modelami zdeterminowania: To byt jeden z moich gtéwnych kierunkow

badawczych w ostatniej dekadzie. Twierdzenie 0.31 jest konsekwencja badan wykonanych

przez te 10 lat. Dow6d Twierdzenia 0.31 wykorzystuje forsing nad modelem zdeterminowa-

nia postaci L(v*, p(R)) gdzie v > ©. Ten model jest przyktadem L(M, Uq, (M]a)?, T, RY)
skonstruowanego w dowodzie Twierdzenia 0.34?" i w tym przypadku, Pytanie 0.35 ma po-

zytywna odpowiedz. Uzytym forsingiem jest P, q.xAdd(1, ws)*xAdd(1, w,). Twierdzenie 0.31

pozostawia wiele otwartych pytan. Na przyktad, nastepujace pytanie jest kierunkiem, ktory

obecnie realizuje.

Pytanie 0.36 Czy teoria ZFC +Vn > 1(-0,, + "O(wy,)) moze zostaé zaforsowana nad
modelem zdeterminowania? Czy moze zostac zaforsowana nad modelem zdeterminowania
postaci LAY, p(R)) dla pewnej \?

Oczywiscie, nastepnym krokiem po Pytaniu 0.36 jest zaforsowanie -], nad zdetermino-
waniem. Jako Ze teorie wymienione powyzej sg konsekwencjami MM, gtéwnym pytaniem
jest tutaj nastepujace.

Pytanie 0.37 Czy mozliwe jest zaforsowanie MM™ nad modelem zdeterminowania? Czy
mozliwe jest zaforsowanie MM™T nad modelem zdeterminowania za pomocq przeliczalnie
zupetnego, jednorodnego pojecia forsingu?
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