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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Antoniego Kijowskiego
“Mean value property approach to various notions of harmonicity on Euclidean
spaces, Carnot groups and metric measure spaces”

Rozprawa doktorska mgra Antoniego Kijowskiego zostata napisana po angielsku
pod kierunkiem dra hab. Tomasza Adamowicza (IMPAN). Jej wyniki oscyluja wokét
jednego z najbardziej znanych klasycznych twierdzen z teorii réwnar rézniczko-
wych: twierdzenia o wartosci sredniej dla funkcji harmonicznych. Z jednej strony
funkcje harmoniczne (rozwigzania réwnania Laplace’a) posiadaja te wtasnos¢, tzn.
w kazdym ustalonym punkcie warto$¢ funkcji jest réwna sredniej catkowej liczonej
po kulach lub sferach; z drugiej, funkcje ciggte majgce te wiasnos¢ sa harmonicz-
ne.

Badania dotyczace tego, na ile twierdzenie to pozostaje prawdziwe, gdy dziedzina
funkcji przestaje byc przestrzenia euklidesowa (a jest np. rozmaitoscia, badz ma
inna niestandardowg strukture) wpisuja sie w gtéwny nurt analizy. W ostatnich
latach gwattownie rozwineta sie tez teoria umozliwiajaca budowanie sensownych
odpowiednikéw modeli matematycznych wykorzystujgcych réwnania rézniczko-
we na przestrzeniach bez struktury liniowej. Wyniki J. Cheegera, ). Heinonena, P.
Hajtasza, S. Keitha, N. Shanmugalingam i innych matematykéw pokazaty, ze struk-
tura przestrzeni metrycznej z miarg okazuje sie by¢ wystarczajaca do wprowadze-
nia odpowiednika gradientu funkcji i zdefiniowania przestrzeni typu Sobolewa, a
to umozliwito wariacyjne formutowanie probleméw.Pojawity sie pytania o nowe
metody i bardziej subtelne opisy badanych obiektow.

W rozprawie badane sg trzy typy funkcji i zwigzanych z nimi zagadnien: funkcje
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silnie harmoniczne (funkcje lokalnie catkowalne posiadajgce prawie wszedzie wia-
snosc wartosci sredniej na kulach), funkcje p-harmoniczne i ich nieliniowa asymp-
totyczna wiasnosc¢ wartosci Sredniej oraz funkcje asymptotycznie $rednio harmo-
niczne. Asymptotyczna wiasnos¢ wartosci Sredniej oznacza tu, ze dla kazdego « (w
wybranym obszarze) zachodzi

7('3(“) w(y)dy — u(x)
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Funkcje asymptotycznie $rednio harmoniczne zas, to funkcje lokalnie catkowalne,
dla ktorych powyzsza zbiezno$¢ jest niemal jednostajna. Pojecie asymptotyczne;j
wiasnosci wartosci Sredniej jest wazne w analizie na rozmaito$ciach. Funkcje har-
moniczne na gtadkich rozmaitosciach riemannowskich nie musza posiada¢ wia-
snosci wartosci sredniej, ale posiadajg ja w podanym wyzej sensie asymptotycz-
nym.

Rozprawa sktada sig z czterech ro7dziatéw. Rozdziat pierwszy stanowi wprowadze-
nie, ktore czyta sie z duzg przyjemnoscig. Wyniki zamieszczone w doktoracie zosta-
ty szerzej opisane w perspektywie znanych w literaturze rezultatéw i powiazane z
innymi kierunkami badan, m.in ze wspomniatg analizg na rozmaitosciach. Ta czeé¢
pracy moze stanowic¢ cenne Zrédto informacji dla 0séb zainteresowanych ta dzie-
dzing badan. Moje zastrzezenia budzi jednak fakt, ze opisujac we Wprowadzeniu
wyniki swoich badar doktorant nie odniést sie do tego, ze zostaly one zamieszczo-
ne badz w opublikowanych juz artykutach naukowych, badz w upublicznionych na
serwerze Arxiv.org preprintow. To zastrzezenie bedzie szerzej omoéwione dalej.

Rozdziat 2 poswigcony jest charakteryzacji funkgji silnie harmonicznych okreélo-
nych na otwartych podzbiorach przestrzeni R” z wazong miarg Lebesgue’a oraz
z metryka indukowang przez norme. Gtéwny wynik tego rozdziatu to uogélnienie
wspomnianego na samym poczatku twierdzenia o wartosci $redniej. Wykazano,
ze kazda funkcja silnie harmoniczna (we wspomnianym wyzej sensie) jest stabym
rozwigzaniem uktadu eliptycznych réwnan rézniczkowych czastkowych, ktérego
liczba réwnan zalezy od regularnosci wagi. Warunek dostateczny, udowodniony
przy zatozeniu, ze waga jest funkcja analityczng, stanowi, ze kazde rozwigzanie
wyzej wymienionego uktadu réwnan jest silnie harmoniczne. Zatozenie analitycz-
nosci wagi jest konsekwencja metody dowodowej i uzycia pewnego wariantu wzo-
ru Pizzettiego dla Srednich. Wnioskiem z przeprowadzonej analizy sa wyniki o re-
gularnosci funkgji silnie harmonicznych. Dla dowolnej wagi lokalnie catkowalne]
funkcje silnie harmoniczne sg ciagte. Dla lokalnie ograniczonych wag z przestrzeni
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Sobolewa funkcje silnie harmoniczne dziedzicza sobolewowskg regularnosc¢. Przy
zatozeniu o analitycznosci wagi funkcje silnie harmoniczne sg analityczne. W przy-
padku planarnym z metryka indukowang przez norme [” obliczone zostaty wspét-
czynniki wspomnianego uktadu réwnan. Ponadto dla statej wagi oraz pozostatych
wyktadnikéw p € [1, ] \ {2} wykazano, ze wymiar przestrzeni funkgji silnie har-
monicznych jest skoriczony i wynosi 8.

Wyniki te nie s3 moze nieoczekiwane, niemniej jednak sg nowym i interesuja-
cym wktadem w dziedzine. Odniesienia do poprzednich rezultatéw otrzymanych
w tym kierunku sg dobrze opisane i skomentowane. Zastrzezenie redakcyjne do
tego fragmentu rozprawy jest takie, ze zawartoé¢ Rozdziatu 2 odpowiada wynikom
zamieszczonym w publikac;ji

e A. Kijowski; Characterization of mean value harmonic functions on norm in-
duced metric measure spaces with weighted Lebesgue measure, Electr. JDE,
Vol. 2020 (2020), No. 08, pp. 1-26,

co nie zostato w zaden sposéb zaznaczone w tekscie (praca ta nie zostala nawet
umieszczona w bibliografii). To niedociggniecie jest o tyle mato wazne, ze jest to
samodzielna praca doktoranta. Tekst tej publikacji zostat czesSciowo przeformuto-
wany, ale sformutowania twierdzen i dowody s3 tozsame z tymi w rozprawie.

Rozdziat 3 rozprawy poswiecony jest rozwigzaniom lepkosciowym réwnania znor-
malizowanego subeliptycznego p-laplasjanu na grupach Carnotdlal < p < ~.
Wiadomo, ze funkcje p-harmoniczne nie muszg posiadac wtasnosci wartosci $red-
niej. Jak jednak zaobserwowano w pracy Manfredi, Parviainen, Rossi An asymp-
totic mean value property characterization for p-harmonic functions, Proc. AMS,
2010, funkcje te spetniajg réwnos¢

p—2 (minu + maxu n+2 [ _
w(z) = P i + ]Z w(y)dy + o(r?).
n+p 2 N+ D) Bl

gdzie minimum oraz maksimum jest liczone po kuli B(x.7). Ta zmodyfikowana
wiasnos¢ wartosci sredniej ma interpretacje probabilistyna, wigze sie z teorig gier
losowych. We wspomnianym artykule wykazano, ze dla funkcji ciagtej bycie roz-
wigzaniem lepkosciowym znormalizowanego réwnania p-Laplace’a oraz spetnia-
nie podanej wyzej zmodyfikowanej asymptotycznej wlasnosci warto&ci Sredniej sg
rownowazne. W rozprawie doktorskiej wynik ten zostat uogolniony na grupy Car-
not stopnia 2. Idea dowodu bazuje na pomysle zaproponowanym w niedawnej
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pracy Ishiwata, Magnanini, Wadade A natural approach to the asymptotic mean
value property for the p-Laplacian Calc. Var PDE 2017. Jednak (nieeuklidesowa)
geometria grup Carnot powoduje, ze istotne czesci dowodu wymagaja modyfika-
cji, zwhaszcza dla przypadku p = co. Kluczowe twierdzenie Rozdziatu 3 rozprawy zo-
stato udowodnione w dwdch szczegolnych przypadkach: grupy Heisenberga oraz
ogdblnej grupy Carnot stopnia 2. W mojej opinii wynik ten jest interesujacy. Do-
brze opisany zostat wptyw nieeuklidesowej struktury geometrycznej przestrzeni

(geometrii kul) na modyfikacje dowodu zamieszczonego we wspomnianym wyzej
artykule.

Redakcyjna strona pracy znéw budzi pewne zastrzezenia. Wyniki tego rozdziatu
stanowig czes¢ artykutu

AKPW T.Adamowicz, A. Kijowski, A. Pinamonti, B. Warhurst; Variational approach to
the asymptotic mean-value property for the p-Laplacian on Carnot groups.
Nonlinear Anal. 198 (2020), 111893.

W rozprawie tym razem sostato to odnotowane, jednak w moje; opinii zbyt po-
bieznie. Czytelnik przy pierwszym czytaniu rozprawy moze nie zauwazy¢, ze wyni-
ki zamieszczone w tym rozdziale sg czescig wspomnianego artykutu. Szczesliwie
oéwiadczenia wspotautoréw i promotora pozwalajg na konkluzje, ze wktad dok-
toranta w powstanie artykutu byt istotny. Dwa szczegdlne przypadki grup Carnot
opisane w Rozdziale 3 rozprawy stanowig wazna ilustracjg ogdlnego twierdzenia
dla dowolnej grupy Carnot znajdujacego sie w [AKPW] .

Rozdziat 4 poswigcony jest funkcjom asymptotycznie érednio harmonicznym na
przestrzeniach metrycznych z mi23 lokalnie podwajajaca. W przypadku grupy He-
isenberga wykazano, ze punktowa asymptotyczna wlasnoé¢ wartosci Sredniej po-
cigga zwykta harmonicznoé¢ funkgji, tzn. w sensie spetniania subelitycznego od-
powiednika rownania Laplace’a. Na ogolnej przestrzeni metrycznej z miarg po-
dwajajaca dowiedziono, ze funkcje te nalezg do utamkowych przestrzeni Hajta-
s7a-Sobolewa oraz, ze s a—holderowsko ciggte z dowolnym wyktadnikiem 0 <
o < 1. Zastosowana metoda dowodu pozwala na udowodnienie lokalnej lipschit-
zowskiej ciggtosci dla funkgji silnie harmonicznych przy zatozeniach stabszych niz
snane w literaturze. Ponadto dowiedziono skorczonoéci wymiaru przestrzeni funk-
cji silnie harmonicznych o wzroécie wielomianowym, o ile miara ma wtasnosc za-
nikania na pierécieniach. Uzywajac metody rozdmuchan na przestrzeni metrycz-
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nej wykazano silng harmonicznoé¢ funkcji stycznych do funkdji asymptotycznie
silnie harmonicznych. W wazonych przestrzeniach euklidesowych, gdy waga jest
lokalnie lipschitzowska, funkcje asymptotycznie srednio harmoniczne sg rozwia-
zaniami eliptycznego réwnania rozniczkowego czgstkowego. Wyniki te stanowig
naturalna kontynuacje badan opisanych w Rozdziale 2 i czesciowo 3 (opis tego o

sie dzieje na grupie Heisenberga).

Redakcyjna strona tego rozdziatu wyglada lepiej niz poprzednich. Wyniki w nim
umieszczone stanowia czes¢ artykutu

AKS T. Adamowicz, A. Kijowski, T. Soultanis; Asymptotically mean value harmonic
function in doubling metric measure spaces, arXiv:2005.13902 (2020).

Zwiazek artykutu z tym rozdziatem zostat wspomniany w rozprawie. Oswiadczenie
promotora wskazuje na to, 5e on sam miat wiekszy wplyw na te czesci artykutu,
ktore nie zostaty wkaczone do rozprawy.

Podsumowujac - rozprawa ma pewne usterki o charakterze redakcyjno-formalnym.
Z drugiej strony czyta si€ ja bardzo dobrze, a zawarte w niej wyniki doktoranta
s nowe i interesujace. Rozprawa spetnia wymogi ustawowe. Whnioskuje zatem O
dopuszczenie mgra Antoniego Kijowskiego do dalszych etapow przewodu doktor-
skiego.

Z powazaniem,

Ao Dbl forlt

Anna Zatorska-Goldstein
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