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Recenzja rozprawy doktorskiej

Mean value property approach to various notions of
harmonicity on Euclidean spaces, Carnot groups and metric

measure spaces

autorstwa pana magistra Antoniego Kijowskiego

Pan mgr Antoni Kijowski jest absolwentem Wydzia lu Matematyki i Nauk Informacyj-
nych Politechniki Warszawskiej. Jeszcze jako student studiów pierwszego stopnia pan
Antoni Kijowski by l s luchaczem mojego wyk ladu z równań różniczkowych cz ↪astkowych.
Już wtedy dawa lo si ↪e zauważyć nieprzeci ↪etne matematyczne zdolności pana Antoniego
Kijowskiego. Swoje szczególne zainteresowania analityczne na przestrzeniach metrycz-
nych pan Antoni Kijowski opisa l w pracy licencjackiej pod opiek ↪a dra hab. Prze-
mys lawa Górki oraz w pracy magisterskiej pod opiek ↪a dra hab. Tomasza Adamowicza.
W z lożonej do oceny rozprawie doktorskiej pan magister Antoni Kijowski bada poj ↪ecie
harmoniczności na różnych matematycznych strukturach. Ca la rozprawa poza abstrak-
tem i wprowadzeniem sk lada si ↪e z trzech rozdzia lów zwi ↪azanych z rodzajem struktury
matematycznej, na której badana jest harmoniczność lub jej uogólnienia. Przejd ↪e teraz
do omówienia trzech istotnych rozdzia lów rozprawy.

Rodzia l drugi rozprawy jest poświ ↪econy badaniu mocnej harmoniczności w przestrze-
niach euklidesowych z metryk ↪a indukowan ↪a przez norm ↪e oraz wyposażonych w zwago-
wan ↪a miar ↪e Lebesgue’a. Punktem wyj́scia prowadzonych badań by la definicja harmo-
niczności wprowadzona przez Adamowicza, Gaczkowskiego i Górk ↪e na przestrzeniach
metrycznych z miar ↪a. Funkcj ↪e zdefiniowan ↪a na otwartym podzbiorze przestrzeni me-
trycznej nazywa si ↪e mocno harmoniczn ↪a jeżeli ma w lasność wartości średniej po kulach
zawartych z domkni ↪eciem w dziedzinie tej funkcji. Jest to bardzo naturalne rozszerze-
nie klasycznej definicji harmoniczności, która jak doskonale wiadomo, charakteryzuje
si ↪e poprzez w lasność wartości średniej. G lówne wyniki tego rozdzia lu to odpowiedzi na
klasyczne pytania: czy funkcje mocno harmoniczne s ↪a rowi ↪azaniami pewnych równań
różniczkowych cz ↪astkowych i odwrotnie, czy rozwi ↪azania tych równań musz ↪a być mocno
harmoniczne. Okaza lo si ↪e, że odpowiedzi na oba pytania s ↪a ścísle zwi ↪azane z regu-
larności ↪a wagi. Gdy (Ω, d, µ) jest przestrzeni ↪a metryczn ↪a z metryk ↪a indukowan ↪a przez
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norm ↪e i µ = ω dx z funkcj ↪a ω > 0 prawie wsz ↪edzie to jeżeli ω ∈ W 2,2
loc (Ω) (przypadek

m = 1) lub jeżeli ω ∈ C2m−1,1
loc (Ω) dla m > 1 to każda funkcja u mocno harmoniczna

jest s labym rozwi ↪azaniem nast ↪epuj ↪acego uk ladu równań różniczkowych cz ↪astkowych
(dla m = 1 jest to jedno równanie)∑

j=|α|

Aα(Dα(uω)− uDαω) = 0 j = 2, 4, . . . , 2m (?)

gdzie wspó lczynniki Aα to momenty wyliczone dla kuli jednostkowej w metryce d to
znaczy

Aα =

(
|α|
α

)∫
Bd(0,1)

xα dx .

Dowód tego twierdzenia wymaga l uzyskania odpowiedniej regularności funkcji mocno
harmonicznych. Doktorant wykaza l, że jeżeli ω ∈ W 1,p

loc (Ω) gdzie p ∈ (1,+∞) oraz
jest lokalnie ograniczona to każda funkcja mocno harmoniczna jest też elementem prze-
strzeni W 1,p

loc (Ω). Samo doj́scie do uk ladu (?) polega lo na bardzo eleganckim wykorzy-
staniu transformaty Fouriera. Uzyskany w rozprawie wynik jest uogólnieniem rezultatu
z pracy [Bos68], gdzie rozważano tylko metryk ↪e euklidesow ↪a. Odpowiedź na drugie
pytanie wymaga la już za lożenia o analityczności wagi. Doktorant wyraźnie podkreśla
w Uwadze 2.22, że za lożenie o analityczności wagi jest ścísle powi ↪azane z wykorzysta-
niem w dowodzie formu ly Pizzetiego. Narzuca si ↪e wi ↪ec naturalne pytanie o konieczność
tego za lożenia. Uzyskany przez doktoranta wynik jest uogólnieniem twierdzenia z pracy
[Bos68] gdzie zak ladano dodatkowo, że dla pewnego m ≥ 1 m-ty laplasjan z funkcji ω
jest kombinacj ↪a liniow ↪a niższych laplasjanów z ω. Ten bardzo ciekawy rozdzia l rozprawy
kończy si ↪e analiz ↪a wymiaru przestrzeni funkcji mocno harmonicznych. W przypadku
gdy ω ≡ 1 oraz wymiar przestrzeni euklidesowej wynosi dwa wykazano, że wymiar
przestrzeni funkcji mocno harmonicznych w metryce lp dla p 6= 2 wynosi 8.

Rozdzia l trzeci rozprawy jest poświ ↪econy badaniu harmoniczności (ścíslej asymptotycz-
nej p-harmoniczności) na dwukrokowych grupach Carnota. Podstawowym przyk ladem
takiej struktury matematycznej jest n-wymiarowa grupa Heisenberga. Podstawowy
obiekt wyst ↪epuj ↪acy w tej cz ↪eści rozprawy to uogólnienie wartości średniej po kulach w
topologii Lp gdy p 6= 2. Zdefiniowano liczb ↪e µp(ε, u)(x) tak ↪a, że

‖u− µp(ε, u)‖Lp(B(x,ε)) = min
λ∈R
‖u− λ‖Lp(B(x,ε)) .

Okazuje si ↪e, że µ2(ε, u) jest ca lk ↪a średni ↪a po kuli B(x, ε). G lówne w lasności wielkości
µp(ε, u) opisano w pracy [IMW17]. Drugim g lównym obiektem w tej cz ↪eści rozprawy
jest znormalizowany p-laplasjan na grupie Carnota G oznaczany przez ∆N

p,G. G lówny
wynik tej cz ↪eści rozprawy to równoważność nast ↪epuj ↪acych dwóch warunków dla funkcji
ci ↪ag lych na otwartym podzbiorze dwukrokowej grupy Carnota G
(i) u jest rozwi ↪azaniem lepkościowym równania ∆N

p,Gu = 0 ,
(ii) u = µp(ε, u) + o(ε2) w sensie lepkościowym.
Co prawda w tej cz ↪eści rozprawy nie pojawia si ↪e formalna definicja funkcji asympto-
tycznie p-harmonicznych, to po analizie tego rozdzia lu taka definicja nasuwa si ↪e sama.
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Uzyskany w rozprawie wynik jest uogólnieniem podobnego rezultatu z pracy [IMW17]
na strukturach dwukrokowych grup Carnota. Szczególna postać znormalizowanego p-
laplasjanu zmusza do użycia technik lepkościowych przy analizie rozwi ↪azań równania
∆N
p,Gu = 0 . W Definicji 3.14 rozwi ↪azania lepkościowego tego równania o funkcjach

próbnych ϕ zak lada si ↪e, że różnica u − ϕ ma w rozważanym punkcie ścis le ekstre-
mum lokalne. Z teorii rozwi ↪azań lepkościowych w Rn wiemy, że za lożenie to można
os labić i opuścić s lowo ścis le. Czy w tym przypadku także można tak zrobić? Dowód
g lównego wyniku tej cz ↪eści rozprawy jest konsekwencj ↪a lematu, w którym uzyskuje si ↪e
opis wielkości µp(ε, q) dla pewnych form kwadratowych q zdefiniowanych na otwartych
podzbiorach grupy G. Warto podkreścić, że lemat ten pochodzi z pracy [Ada+20] i do-
tyczy k-krokowych grup Carnota. Ze wzgl ↪edu na istot ↪e tego lematu w dowodzie wyniku
g lównego doktorant zamieszcza w rozprawie dowód tego lematu w przypadku k = 2.
Ten bardzo techniczny dowód stanowi zasadnicz ↪a cz ↪eść w rozdziale trzecim rozprawy.

Rozdzia l czwarty rozprawy zawiera badania asymtotycznej harmoniczności na przestrze-
niach metrycznych. G lównym obiektem matematycznym wyst ↪epuj ↪acym w tej cz ↪eści
rozprawy jest r-laplasjan zdefiniowany równości ↪a

∆µ
ru(x) =

uB(x,r) − u
r2

,

gdzie uB(x,ε) jest ca lk ↪a średni ↪a po kuli B(x, ε). Funkcj ↪e u ∈ L1
loc(X), gdzie (X, d, µ)

jest przestrzeni ↪a metryczn ↪a z miar ↪a µ nazywa si ↪e asymptotycznie harmoniczn ↪a gdy dla
dowolnego zwartego zbioru K ⊂ X zachodzi

lim
r→0+

‖∆µ
ru‖L∞(K) = 0 .

Wprowadza si ↪e też klas ↪e funkcji dla których jest sens analizować operacj ↪e przej́scia do
granicy r → 0+ w powyższej definicji

AMV p(X) = {u ∈ Lp(X) : ‖u‖AMV = lim sup
r→0+

‖∆µ
ru‖Lp(X) < +∞} .

Rozdzia l czwarty rozprawy zawiera wiele wartościowych wyników i nie da si ↪e z niego
wybrać jednego lub dwóch najważniejszych, jak to mia lo miejsce w rozdzia lach po-
przednich rozprawy. W swojej recenzji opisz ↪e tylko te, które uzna lem za najbardziej
wartościowe. Gdy ∆µ

ru = u dla odpowiednio ma lych r to funkcja u jest mocno har-
moniczna. Pierwszy wynik tej cz ↪eści rozprawy dotyczy regularności funkcji mocno
harmonicznych. Doktorant dowodzi, że gdy przestrzeń metryczna jest zwarta i miara µ
jest podwajaj ↪aca to funkcje mocno harmoniczne w takiej przestrzeni s ↪a lokalnie lipszi-
cowskie. Twierdzenie to jest istotnym uogólnieniem rezultatu z pracy [AGG19], gdzie
wykazano α-hölderowsk ↪a ci ↪ag lość przy dodatkowym za lożeniu na miar ↪e zwi ↪azanym z
zanikiem miary w ↪askiego pierścienia. Nast ↪epny bardzo istotny wynik uzyskany w roz-
prawie to regularność klasy AMV p

loc(X). Udowodniono, że gdy p jest odpowiednio
duże to klasa ta jest zawarta w przestrzeni funkcji α-hölderowsko ci ↪ag lych z dowolnym
α ∈ (0, 1). Ostatni resultat tej cz ↪eści rozprawy, o którym chc ↪e wspomnieć w mojej
recenzji, jest powi ↪azany z rozdzia lem drugim. W przypadku gdy (X, d, µ) jest prze-
strzeni ↪a euklidesow ↪a z miar ↪a µ = ωHn

|Ω i dodatnia funkcja ω jest lokalnie lipszicowska
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udowodniono, że dla p ∈ (1,+∞) zachodzi równość W 1,p(Ω) ∩ AMV p
loc(Ω) = W 2,p

loc (Ω)
oraz dla u ∈ W 2,p

loc (Ω)

∆µ
ru→

1

2
div(M∇u) + (∇ lnω,M∇u)

gdzie granica przy r → 0+ jest w sensie przestrzeni Lploc(Ω) oraz macierz M jest z lożona
z momentów wyliczonych dla kuli jednostkowej z miar ↪a Hn. Udowodniony wynik jest
bardzo ciekaw ↪a charakteryzacj ↪a granicy r-laplasjanów.

Dowody wszystkich twierdzeń s ↪a bardzo starannie zredagowane, co znacznie u latwia
studiowanie rozprawy. Ponadto warta podkreślenia jest bardzo dobra redakcja roz-
prawy. Każdy rozdzia l zawiera historyczne wprowadzenie do rozważanej tematyki oraz
niezb ↪edne definicje wszystkich używanych narz ↪edzi matematycznych. Warto też pod-
kreślić, że rozprawa zawiera rezultaty z trzech publikacji doktoranta. Dwie prace już s ↪a
opublikowane: samodzielna w Electronical J. of Differential Equations oraz wspólna z
promotorem i dwoma innymi wspó lautorami w Nonlinear Analysis. Trzecia praca jest
umieszczona na ArXiv.

Podsumowuj ↪ac ca l ↪a recenzj ↪e uważam, że przedstawiona rozprawa doktorska

Mean value property approach to various notions of harmonicity on Eucli-
dean spaces, Carnot groups and metric measure spaces autorstwa pana magistra
Antoniego Kijowskiego

spe lnia wszystkie ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z matematyki
i wnioskuj ↪e o dopuszczenie pana magistra Antoniego Kijowskiego do dalszych etapów
przewodu doktorskiego.

prof. dr hab. Krzysztof Che lmiński
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