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Pan mgr Antoni Kijowski jest absolwentem Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyj-
nych Politechniki Warszawskiej. Jeszcze jako student studiow pierwszego stopnia pan
Antoni Kijowski byl stuchaczem mojego wyktadu z réwnan rézniczkowych czastkowych.
Juz wtedy dawalo sie zauwazy¢ nieprzecietne matematyczne zdolnosci pana Antoniego
Kijowskiego. Swoje szczegdlne zainteresowania analityczne na przestrzeniach metrycz-
nych pan Antoni Kijowski opisal w pracy licencjackiej pod opieka dra hab. Prze-
mystawa Gérki oraz w pracy magisterskiej pod opieka dra hab. Tomasza Adamowicza.
W zlozonej do oceny rozprawie doktorskiej pan magister Antoni Kijowski bada pojecie
harmonicznosci na réznych matematycznych strukturach. Cala rozprawa poza abstrak-
tem i wprowadzeniem sklada sie z trzech rozdzialéw zwiazanych z rodzajem struktury
matematycznej, na ktorej badana jest harmonicznosé lub jej uogélnienia. Przejde teraz
do omowienia trzech istotnych rozdzialow rozprawy.

Rodzial drugi rozprawy jest poswiecony badaniu mocnej harmonicznosci w przestrze-
niach euklidesowych z metryka indukowana przez norme oraz wyposazonych w zwago-
wang miare Lebesgue’a. Punktem wyjscia prowadzonych badan byta definicja harmo-
nicznosci wprowadzona przez Adamowicza, Gaczkowskiego i Gérke na przestrzeniach
metrycznych z miara. Funkcje zdefiniowana na otwartym podzbiorze przestrzeni me-
trycznej nazywa sie mocno harmoniczna jezeli ma wlasnosé wartosci sredniej po kulach
zawartych z domknieciem w dziedzinie tej funkcji. Jest to bardzo naturalne rozszerze-
nie klasycznej definicji harmonicznodci, ktéra jak doskonale wiadomo, charakteryzuje
sie poprzez wlasnos¢ wartosci sredniej. Gléwne wyniki tego rozdziatu to odpowiedzi na
klasyczne pytania: czy funkcje mocno harmoniczne sa rowiazaniami pewnych réwnan
rozniczkowych czastkowych i odwrotnie, czy rozwiazania tych réwnan musza by¢ mocno
harmoniczne. Okazalo sie, ze odpowiedzi na oba pytania sa $cisle zwiazane z regu-
larnoscia wagi. Gdy (€2, d, ) jest przestrzenia metryczna z metryka indukowana przez



norme i p = wdz z funkcja w > 0 prawie wszedzie to jezeli w € VV;S(Q) (przypadek
m = 1) lub jezeli w € C2751(Q) dla m > 1 to kazda funkcja u mocno harmoniczna
jest stabym rozwiazaniem nastepujacego uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych

(dla m =1 jest to jedno réwnanie)

Z Ay(D¥(uw) —uDw) =0 j=2,4,...,2m (%)
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gdzie wspdtezynniki A, to momenty wyliczone dla kuli jednostkowej w metryce d to

Znaczy ol
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Dowéd tego twierdzenia wymagal uzyskania odpowiedniej regularnosci funkeji mocno
harmonicznych. Doktorant wykazal, ze jezeli w € WLP(Q) gdzie p € (1,+00) oraz
jest lokalnie ograniczona to kazda funkcja mocno harmoniczna jest tez elementem prze-
strzeni TW,LP(Q). Samo dojicie do ukladu (x) polegalo na bardzo eleganckim wykorzy-
staniu transformaty Fouriera. Uzyskany w rozprawie wynik jest uogélnieniem rezultatu
z pracy [Bos68], gdzie rozwazano tylko metryke euklidesowa. OdpowiedZ na drugie
pytanie wymagala juz zalozenia o analitycznosci wagi. Doktorant wyraznie podkresla
w Uwadze 2.22, ze zalozenie o analitycznosci wagi jest $cisle powiazane z wykorzysta-
niem w dowodzie formuly Pizzetiego. Narzuca sie wiec naturalne pytanie o koniecznosé
tego zalozenia. Uzyskany przez doktoranta wynik jest uogélnieniem twierdzenia z pracy
[Bos68| gdzie zaktadano dodatkowo, ze dla pewnego m > 1 m-ty laplasjan z funkcji w
jest kombinacja liniowa nizszych laplasjanéw z w. Ten bardzo ciekawy rozdziat rozprawy
konczy sie analiza wymiaru przestrzeni funkcji mocno harmonicznych. W przypadku
gdy w = 1 oraz wymiar przestrzeni euklidesowej wynosi dwa wykazano, ze wymiar
przestrzeni funkcji mocno harmonicznych w metryce (P dla p # 2 wynosi 8.

Rozdziat trzeci rozprawy jest poswiecony badaniu harmonicznosci (Scislej asymptotycz-
nej p-harmonicznosci) na dwukrokowych grupach Carnota. Podstawowym przykladem
takiej struktury matematycznej jest m-wymiarowa grupa Heisenberga. Podstawowy
obiekt wystepujacy w tej czesci rozprawy to uogdlnienie wartosci sredniej po kulach w
topologii LP gdy p # 2. Zdefiniowano liczbe p,(e, u)(z) taka, ze

HU o Mp(€7 U)HLP(B(I,E)) = I)l\’lelﬂg ||U - )\HLP(B(I,E)) :

Okazuje sie, ze us(e,u) jest calka $rednia po kuli B(z,e). Gléwne wlasnosci wielkosci
(g, w) opisano w pracy [IMW17]. Drugim gléwnym obiektem w tej czesci rozprawy
jest znormalizowany p-laplasjan na grupie Carnota G oznaczany przez AiXG. Gléwny
wynik tej czedci rozprawy to rownowaznosé nastepujacych dwéch warunkéw dla funkeji
ciaglych na otwartym podzbiorze dwukrokowej grupy Carnota ¢

(i) u jest rozwiazaniem lepkosciowym réwnania AI])\Z cu =0,

(ii) u = py(e, u) + o(?) w sensie lepkosciowym.

Co prawda w tej czesci rozprawy nie pojawia sie formalna definicja funkcji asympto-
tycznie p-harmonicznych, to po analizie tego rozdzialu taka definicja nasuwa sie sama.



Uzyskany w rozprawie wynik jest uogélnieniem podobnego rezultatu z pracy [IMW17]
na strukturach dwukrokowych grup Carnota. Szczegdlna postaé¢ znormalizowanego p-
laplasjanu zmusza do uzycia technik lepkosciowych przy analizie rozwiazan rownania
AgGu = 0. W Definicji 3.14 rozwiazania lepkosciowego tego rownania o funkcjach
prébnych ¢ zaklada sie, ze réznica u — ¢ ma w rozwazanym punkcie Scisle ekstre-
mum lokalne. 7 teorii rozwiazan lepkosciowych w R™ wiemy, ze zalozenie to mozna
ostabi¢ i opudci¢ stowo Sciste. Czy w tym przypadku takze mozna tak zrobi¢? Dowdd
gléwnego wyniku tej czedci rozprawy jest konsekwencja lematu, w ktorym uzyskuje sie
opis wielkosci py, (e, q) dla pewnych form kwadratowych ¢ zdefiniowanych na otwartych
podzbiorach grupy G. Warto podkrescié, ze lemat ten pochodzi z pracy [Ada+20] i do-
tyczy k-krokowych grup Carnota. Ze wzgledu na istote tego lematu w dowodzie wyniku
gléwnego doktorant zamieszcza w rozprawie dowod tego lematu w przypadku k& = 2.
Ten bardzo techniczny dowdd stanowi zasadnicza czes¢ w rozdziale trzecim rozprawy.

Rozdzial czwarty rozprawy zawiera badania asymtotycznej harmonicznosci na przestrze-
niach metrycznych. Gléwnym obiektem matematycznym wystepujacym w tej czesci
rozprawy jest r-laplasjan zdefiniowany rownoécia

UB(z,r) — U
7~2

Alu(z) =

Y

gdzie up(yq) jest catka $rednia po kuli B(z,¢). Funkcje u € L (X), gdzie (X,d, u)
jest przestrzenia metryczna z miara g nazywa si¢ asymptotycznie harmoniczna gdy dla

dowolnego zwartego zbioru K C X zachodzi
r—0+

Whprowadza sie tez klase funkcji dla ktorych jest sens analizowaé operacje przejscia do
granicy r — 0% w powyzszej definicji

AMVP(X) = {u € LP(X) : ||ul]japv = limsup ||ALu||p(x) < +00} .
r—0
Rozdzial czwarty rozprawy zawiera wiele wartosciowych wynikéw i nie da sie z niego
wybraé¢ jednego lub dwoch najwazniejszych, jak to mialo miejsce w rozdziatach po-
przednich rozprawy. W swojej recenzji opisze tylko te, ktére uznalem za najbardziej
wartosciowe. Gdy A*u = u dla odpowiednio malych r to funkcja u jest mocno har-
moniczna. Pierwszy wynik tej czesci rozprawy dotyczy regularnos$ci funkcji mocno
harmonicznych. Doktorant dowodzi, ze gdy przestrzen metryczna jest zwarta i miara p
jest podwajajaca to funkcje mocno harmoniczne w takiej przestrzeni sa lokalnie lipszi-
cowskie. Twierdzenie to jest istotnym uogdlnieniem rezultatu z pracy [AGG19], gdzie
wykazano a-holderowska ciaglo$¢ przy dodatkowym zatozeniu na miare zwiazanym z
zanikiem miary waskiego pierscienia. Nastepny bardzo istotny wynik uzyskany w roz-
prawie to regularno$¢ klasy AMVP (X). Udowodniono, ze gdy p jest odpowiednio
duze to klasa ta jest zawarta w przestrzeni funkcji a-holderowsko ciagltych z dowolnym
a € (0,1). Ostatni resultat tej czesci rozprawy, o ktérym chce wspomnie¢ w mojej
recenzji, jest powiazany z rozdzialem drugim. W przypadku gdy (X,d, u) jest prze-
strzenia euklidesowa z miara p = w’;’-lﬁ2 i dodatnia funkcja w jest lokalnie lipszicowska
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udowodniono, ze dla p € (1,+00) zachodzi réwnosé W*(Q) N AMVE,
oraz dla u € W2P(Q)

loc

() = W2(Q)

loc

Al — %diV(MVu) + (VInw, MVu)

gdzie granica przy r — 07 jest w sensie przestrzeni L} (€2) oraz macierz M jest ztozona
z momentow wyliczonych dla kuli jednostkowej z miara H". Udowodniony wynik jest
bardzo ciekawa charakteryzacja granicy r-laplasjanéw.

Dowody wszystkich twierdzen sa bardzo starannie zredagowane, co znacznie ulatwia
studiowanie rozprawy. Ponadto warta podkreslenia jest bardzo dobra redakcja roz-
prawy. Kazdy rozdzial zawiera historyczne wprowadzenie do rozwazanej tematyki oraz
niezbedne definicje wszystkich uzywanych narzedzi matematycznych. Warto tez pod-
kresli¢, ze rozprawa zawiera rezultaty z trzech publikacji doktoranta. Dwie prace juz sa
opublikowane: samodzielna w Electronical J. of Differential Equations oraz wspdélna z
promotorem i dwoma innymi wspotautorami w Nonlinear Analysis. Trzecia praca jest
umieszczona na ArXiv.

Podsumowujac cala recenzje uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska

Mean value property approach to various notions of harmonicity on Eucli-
dean spaces, Carnot groups and metric measure spaces autorstwa pana magistra
Antoniego Kijowskiego

spelia wszystkie ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z matematyki
i wnioskuje o dopuszczenie pana magistra Antoniego Kijowskiego do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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